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研究成果の概要（和文）：非線形波動方程式系, あるいは関連する方程式系の初期値問題の大域解(任意の時刻
までの解)が存在するための十分条件に関する研究を行った(初期値は小さいものとする). 古典的によく知られ
た零条件よりも弱い十分条件("弱"零条件)に関しては, 既知の2つの"弱"零条件を統合した条件の下で大域解が
存在することを示し, 大域解の漸近的な振る舞いを与える公式を得た. また, Alinhac による2次元空間におけ
る大域解の存在定理の改良を行った. 波動とクライン=ゴルドン方程式の非線形連立系に関しても, 以前よりも
弱い条件の下で, 初期値が遠方で0ならば大域解をもつことを示した.

研究成果の概要（英文）：We studied sufficient conditions for the existence of global solutions 
(solutions up to the arbitrary time) to the Cauchy problem for systems of nonlinear wave equations, 
or for some related systems, with small initial data. Concerning sufficient conditions weaker than 
the well-known null condition (such weaker conditions are called the "weak" null conditions), we 
unified the two known "weak" null conditions, and proved the global existence under this unified 
condition. Some formula to give the asymptotic behavior for global solutiuons was obtained. We also 
improved the global existence theorem by Alinhac for wave equations in two space dimensions. 
Concerning the systems of nolinear wave and Klein-Gordon equations, we proved the global existence 
of solutions under a weaker condition than before, in the case that initial data vanish outside a 
bounded region.

研究分野： 非線形偏微分方程式

キーワード： 非線形波動方程式　大域解　零条件　弱零条件　漸近挙動
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１．研究開始当初の背景 
非線形偏微分方程式の初期値問題を考え

るとき, 初期値が十分滑らかで, 遠方で十分
に速く減衰している場合には, 初期時刻より
始めて, 少なくともある有限の時刻までは解
(局所解)が存在することが古典的によく知ら
れている. 他方, 任意の時刻までの解は必ず
しも存在せず, 非線形項の形, あるいは初期
値の大きさ・形状等に応じて, 有限時刻まで
しか解が存在しない場合があることもよく
知られている(解の爆発). したがって, 初期
値問題が任意の時刻までの解(大域解)をもつ
ための条件を明らかにすることは非線形偏
微分方程式論の基礎理論において重要な問
題である. また大域解が存在した場合, 時刻
が大きくなったとき, その解が大まかにはど
のように振舞うか(解の漸近挙動)を調べるこ
とも重要な問題である. 
 非線形波動方程式の大域解の存在につい
ての十分条件の中で最も有名なものは, 3 次
元空間における連立波動方程式系に対する
零条件  (null condition) である . これは
1986 年に Klainerman により導入された(引
用文献③). 零条件下では, 大域解は時間が経
つと, 非線形項を持たない方程式系の解(自
由解)に近づいていくことも知られている. 
その後, 別の空間次元(例えばAlinhacの引用
文献①)や, 別の方程式系に対して同種の十
分条件が活発に研究されたが, Klainermam
の扱った方程式系に関してはおよそ 20 年間
にわたり零条件が最も広いクラスの非線形
項を扱える十分条件であった. しかし 2006
年にAlinhacにより零条件よりも弱い十分条
件(つまり, より広い非線形項を扱える十分
条件)が提示された(引用文献②). 本研究の代
表者は Alinhac の結果に触発され, Alinhac 
の条件下での大域解の漸近挙動の研究や , 
Alinhac とは別種の, 零条件よりも弱い十分
条件の研究を行った(引用文献⑤, ⑥など). 
以上が, 本研究開始当初の状況である. 
 
２．研究の目的 
 非線形波動方程式や非線形クライン=ゴル
ドン方程式等に対する初期値問題を考える. 
初期値は小さいものに制限する代わりに, 可
能な限り一般的な非線形項を扱う. 研究代表
者による以前の研究を継続・発展させ, 小さ
な初期値に対して大域解が存在するための, 
より弱い(したがって, より広いクラスの非
線形項が扱える)十分条件を探求することが
目的である. また, 得られた十分条件の下で
の大域解の時刻無限大での起こりうる漸近
的な挙動を明らかにし, 挙動を分類すること
も目的とする. 
 
３．研究の方法 
 Klainerman により導入され, 様々な研究
者により改良されてきた, いわゆるベクト
ル場の方法を主たる道具として用いる. 大
域解の存在やその漸近挙動を探る指標とし

ては, Hörmander や Alinhac が用いた簡約
化方程式(系)を用いる. ここで, 簡約化方
程式(系)とは, 元の問題の解の主要部が従
うと考えられる形式的に導出された(元の方
程式系よりも一般に簡単な形の)方程式(系)
である. 本研究ではこの簡約方程式系を単
なる指標としてのみならず, 具体的な証明
の道具としても用いる点が特徴である. 
 
４． 研究成果 
 本研究では非線形波動方程式の連立系に
対する初期値問題を中心に扱った. 関連し
て非線形消散項をもつ単独の波動方程式, 
および非線形波動方程式と非線形クライン=
ゴルドン方程式の双方を含む連立系につい
ての研究も行った. 得られた研究成果は以
下の通りである. なお, 特に断らない限り
は, 初期値は十分小さいと以下では仮定す
る. 
 
(1) 非線形波動方程式の連立系に関する研
究成果: 小さな解を扱う限り, 空間の次元
が高いほど解の減衰率が大きくなるため, 
大域解が存在しやすくなる. また非線形項
の次数が高いほど, 非線形項の大きさが小
さくなるために大域解が存在しやすくなる. 
実際, 特に非線形項が未知関数の導関数の
みに依存する場合には, 空間次元が4次元以
上のとき, 特に付加条件を課さなくても小
さな初期値に対して大域解が存在する. よ
って空間次元が 3 以下の場合に興味がある. 
大域解の存在・非存在を分ける非線形項の次
数(以下, 臨界次数と呼ぶ)は 3次元の場合は
2 次, 2 次元の場合は 3 次である. 臨界次数
(あるいはそれ以下の次数)の非線形項の場
合には, 非線形項の次数以上の詳しい構造
が大域解の存在・非存在に影響する. 
 
① 2 次元空間での非線形波動方程式系に関
して, 3 次以上の非線形項を持つ場合には, 
Klainerman の零条件に相当する十分条件の
研究が 90 年代に盛んに行われていた. 多く
の結果は非線形項が未知関数の導関数のみ
に依存する場合を扱っていたが, 研究代表
者は非線形項が未知関数の導関数のみなら
ず, 未知関数自身にも依存する場合に対し
ても結果を得ていた. 波動方程式の場合, 
基礎的な不等式であるエネルギー不等式が
解の導関数の評価しか直接には与えないた
め, 未知関数自身とその導関数の双方に依
存する場合は特に扱いが困難であることに
注意しておく.  
連立系の場合, 2 次の非線形項はたとえ零

条件を満たしていても2次元空間においては
扱いが非常に困難であり, 90年代にはほとん
ど扱われていなかった. 2000 年代になって 
ghost weight energy 法と呼ばれる手法が 
Alinhac により導入され, 2 次と 3 次の非線
形項が零条件を満たしていれば, 大域解が
存在することが示された(引用文献①). た



だし Alinhac は非線形項が未知関数の導関
数のみに依存している場合を扱っていた. 
今回, ghost weight energy を未知関数自

身の評価にも用いる手法を開発することに
より, Alinhac が得た結果を非線形項が未知
関数自身にも依存する場合に拡張すること
に成功した. これは Alinhacの結果の拡張で
あると同時に, 研究代表者が3次以上の非線
形項を持つ場合に得ていた結果の拡張にも
なっている. また, 非線形項が未知関数自
身とその導関数の双方に依存する場合, 初
期値の台がコンパクトという仮定(つまり初
期値が有界領域の外では値が0であるという
仮定)を以前の研究では置いていたが, 今回
開発した手法によってこの仮定は不要であ
ることが明らかになったことも特筆すべき
点である. 
この研究成果は後述の図書①の第9章とし

て出版されている. 
 
② 本項目では非線形項が未知関数の 1 階導
関数のみに依存する場合に考察を制限する. 
また, ちょうど臨界次数の非線形項をもつ
場合, すなわち 3次元空間の場合は 2次の非
線形項, 2 次元空間の場合には 3 次の非線形
項をもつ場合に考察を限定する. 
最初に述べたように, 上記のような非線

形波動方程式系に対する大域解の存在を一
般的に保証する十分条件としては零条件が
よく知られていたが, 簡単な例を考察する
ことにより, 少なくとも連立系に対しては, 
零条件は必要条件ではないことも知られて
いた. したがって, 零条件よりも弱い十分
条件を見出すことは興味深い問題である. 
以下では, 大域解存在の十分条件で零条件
よりも弱いものを“弱”零条件と総称する
ことにする. “弱”零条件の研究は 2000 年
代後半より始まったが, 一般的な条件とし
て最初に導入されたものは Alinhac による
ものである(引用文献②; 以下, Alinhac型の
条件と呼ぶ). その後, 研究代表者は的場氏
や砂川氏らとの一連の共同研究(引用文献⑥
等)において, 別種の“弱”零条件を導入し
た(以下では共同研究者の頭文字をとって
KMS 型と呼ぶ). 
 本研究では, Alinhac 型と KMS 型の条件を
統合した“弱”零条件を 3次元空間と 2次元
空間で得ることに成功した. さらに 3次元の
場合には同じ条件の下で, 大域解の漸近挙
動が簡約方程式系の解を用いて記述できる
ことを示した(この結果は以前の引用文献⑤,
⑥の結果の拡張である). 2次元空間の場合に
は, 残念ながら少し条件を強める必要があ
るが, 同様の漸近挙動に関する結果を得た. 
これにより,“弱”零条件の下では大域解の
漸近挙動には様々な種類があることが明ら
かになった. 以上の研究成果は後述の図書
①の第10章として出版された(なお, 図書①
の第1章～第8章および第9章の前半と第11
章では非線形波動方程式の既知の結果が解

説されている).  
 
③ 上述の②で得た漸近挙動に関する基礎定
理を応用し, KMS 型の“弱”零条件の下での
大域解の漸近挙動を特別な形の2成分系に限
定してより詳しく分類した. 簡約化された
非線形項の単位円上での零点の個数に応じ
て, 解が自由解には漸近しない場合, 自由
解には漸近するが, その自由解の形状に強
い制約がつく場合が起こり得ることを明ら
かにした. この結果は後述の雑誌論文②と
して出版が決定している. 
 
(2) 非線形消散項をもつ波動方程式に関す
る研究成果: 1 次元空間の場合, 線形波動方
程式の解には時間減衰がないため, たとえ
初期値が小さくて非線形項の次数が高くて
も, 非線形方程式に対する大域解の存在は
一般には期待できないが, 非線形方程式の
解に対して(十分な数の)保存則が成立する
ような場合には大域解が存在する. 非線形
消散項を持つ場合はそのようなケースの1つ
であり, (初期値が小さくなくても)大域解が
存在することが古典的に知られている.  
 状況を説明するために設定を少し一般化
しておく. pを 1より大きい実数とするとき, 
p 次の非線形消散項をもつ波動方程式を一般
の次元で考えることができ, 大域解が存在
することも知られている. 次元に応じて p 
がある程度小さいときには, 非線形消散項
は実際に消散効果を持ち, 解のエネルギー
が時間とともに 0 に減衰する. 他方, p が大
きいときには, 小さな初期値に対しては非
線形消散項は(名前には反して)消散効果を
持たず, エネルギーが減衰しない. エネル
ギー減衰と非減衰を分ける臨界次数は現時
点では知られておらず, ある範囲の次数に
対してはエネルギーが減衰するかしないか
は不明である. 例えば 2 次元空間の場合は, 
3 次の非線形消散項はエネルギー減衰を持つ
か持たないか長らく不明であったが, 実は
この場合にはKMS型の“弱”零条件が満たさ
れている. このことに着目して, 研究代表
者らは, (1)の②で述べたような大域解の漸
近挙動を記述する定理を援用することによ
り, 2次元で 3次の非線形消散項は(少なくと
も小さな初期値を持つ場合には)実際に消散
効果を持ち,エネルギーが減衰することを以
前の研究で示した. さらに各点的な減衰も, 
消散項がない場合に比べてわずかに早くな
ることも示した. 
 以上を踏まえて, 本研究では1次元空間に
おける非線形消散項の消散効果についての
考察を行った. 前項の簡約化方程式を用い
る方法を援用・修正することにより, p が 2
よりも大きければ, 解の各点的な減衰が得
られること, また p が 2 と 5 の間にあると
きにはエネルギーの減衰が見られることを
明らかにした. 本研究より前には解の各点
的な減衰は全く知られておらず, エネルギ



ーの減衰も 3よりpが小さいときにしか知ら
れていなかったことに注意しておく. 研究
代表者は pが 5以上のときにもエネルギー減
衰が見られると予想しているが現時点では
全く不明である. 以上の結果は室蘭工科大
学(共同研究当時)の若狭恭平氏と北海道大
学の B.Yordanov 氏との共同研究である. 
論文は現在, 投稿準備中である. 
 
(3) 非線形波動方程式と非線形クライン=ゴ
ルドン方程式の連立系に関する研究成果:  
クライン=ゴルドン方程式は波動方程式に質
量項と呼ばれる項を付加したものである(逆
に言えば質量が 0 の場合のクライン=ゴルド
ン方程式が波動方程式である).  
 違いは質量項の有無だけであるが, 解の
挙動は大きく異なる. 例えばクライン=ゴル
ドン方程式に対するエネルギー不等式は未
知関数の導関数のみならず未知関数自身の
評価も与える. またクライン=ゴルドン方程
式の解の一様減衰率は, ちょうど1次元高い
波動方程式の解の減衰率と同じである(ただ
し波動の場合は光錐から離れると減衰が速
くなるという性質があるが, クライン=ゴル
ドンにはそのような性質はなく, 光錐から
離れたところでは波動の解の減衰のほうが
速い). 
 以下, 3 次元空間に話を限定する. 波動の
場合は大域解を得るために例えば零条件が
必要であった. 一方, 上記の速い減衰を反
映してクライン=ゴルドン方程式の場合には
2 次以上の非線形項であれば, 特に制約を課
さなくても大域解が存在する(初期値の小さ
さは仮定する). 波動とクライン=ゴルドン
の双方を含む方程式系で記述される物理モ
デルも多く存在するため, そのような連立
系に対して大域解の存在条件を考察するこ
とは興味深い問題である. 波動, クライン=
ゴルドンともにベクトル場の方法を用いて
解析できるが, 双方で許されるベクトル場
が異なるためにこのような連立系の解析は
困難であり, 90年代には Georgiev によるか
なり強い条件(強零条件)の下での大域解の
存在しか知られていなかった. 2012年に研究
代表者は Georgiev の結果を大幅に改良し, 
波動のみからなる場合には零条件と一致し, 
クライン=ゴルドンのみからなる場合には制
約なしとなるような自然な条件の下で大域
解の存在を示すことに成功した(引用文献
④). 得られた大域解はエネルギーの意味で
自由解に漸近するものの, 波動方程式に従
う成分(以下, 波動成分)の解の減衰率は線
形波動の場合に比べて悪いものしか得られ
なかった. 以上を踏まえて以下のような研
究を行った. 
① 波動成分およびその導関数の減衰率の評
価を悪くする原因は, 波動成分が従う方程
式の非線形項に含まれるクライン=ゴルドン
成分同士の相互作用である. この部分に対
する新たな「零条件」を導入し, この条件を

付け加えれば波動成分とその導関数の減衰
率がかなり改善されることを示した. この
結果は後述の雑誌論文①として掲載が決定
されている. 
② 初期値が有界領域の外では 0 になる場合
に制限すれば, ①で述べたような零条件を
置かなくても, (上記①ほどではないが)波動
成分自身の減衰率が改善されることを示し
た(上と異なり導関数の評価は改善されな
い). それどころか, この減衰率の改善を利
用することにより, 上記のような初期値の
場合には, 以前よりも弱い条件下で大域解
の存在を示せることも分かった. この結果
は後述の雑誌論文③として出版されている. 
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