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研究成果の概要（和文）：研究代表者らが構築した相空間における積分方程式の解の表現公式を活用して，無限
の時間遅れをもつ非線形積分方程式に対する中心多様体定理を確立し，非双曲型平衡点の安定性について解析す
ることができた。また有限の時間遅れをもつ線形積分方程式の零解の漸近安定条件や無限の時間遅れをもつ非線
形積分方程式の解の漸近評価式を与えることができた。さらに時間遅れをもつ差分方程式の漸近安定性や振動性
についても多くの研究成果を得ることができた。

研究成果の概要（英文）：In this research we have established center manifold theorem for autonomous 
integral equations with infinite delay by means of the variation-of-constants formula in the phase 
space. As an application, we have analyzed the stability of nonhyperbolic equilibrium of nonlinear 
integral equations. Also we have presented asymptotic stability conditions for linear integral 
systems with finite delay, and asymptotic evaluation formulae for nonlinear integral systems with 
infinite delay. Furthermore we have obtained some necessary and sufficient conditions for asymptotic
 stability and oscillation of linear delay difference systems.

研究分野： 数学解析・関数方程式論
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１．研究開始当初の背景 
無限の時間遅れをもつ積分方程式は，特別

な場合として人口学に現れる再生方程式を
含んでおり，時間遅れをもつ方程式の重要な
研究対象の１つである。しかし，その定性理
論は時間遅れをもつ関数微分方程式論の豊
かな発展と比べて数学的に整備されておら
ず，関連する多くの課題の解決とともにその
定性理論の構築・進展が期待されていた。
2012 年に Diekmann & Gyllenberg は 
 
O. Diekmann and M. Gyllenberg, Equations 
with infinite delay: blending the abstract 
and the concrete, J. Differential 
Equations, vol.252, pp.819-851 (2012). 
 
において，人口モデルの数学解析に関連して
世界に先駆けて無限の時間遅れをもつ積分
方程式の定性理論の研究に着手し，双対半群
の理論を用いて安定性に関する目覚ましい
結果を与えた。彼らの研究に触発されて，研
究代表者らも無限の時間遅れをもつ積分方
程式やその線形化積分方程式の研究に取り
組み，関数解析的アプローチにより，本研究
の基礎となる「解半群およびその生成作用素
のスペクトルの特徴づけ」，「相空間における
積分方程式の解の表現公式」，「相空間の分解
成分における解作用素の作用素ノルムの評
価式」，「線形積分方程式に対する Formal 
Adjoint Theory」などを確立した。これらは
Diekmann & Gyllenberg の結果を補完するだ
けでなく，無限の時間遅れをもつ積分方程式
の定性理論に欠かせない重要なツールであ
り，彼らの結果よりも使い勝手の良い研究成
果であった。実際，彼らの結果では双対半群
の理論を展開したため，中心多様体への射影
作用素が明確な形で与えられておらず，中心
多様体上に帰着される中心方程式（常微分方
程式）を解析するために不可欠な中心多様体
の具体的な基底の計算は困難であった。 
 
２．研究の目的 
本研究では，無限の時間遅れをもつ積分方

程式の定性理論を構築することを目的とす
る。得られた研究成果を人口学に現れる再生
方程式に応用して，数学的に解明する。また
時間遅れをもつ関数方程式の定性理論の発
展・応用へ寄与することも目指す。具体的に
は以下の項目について研究を進める。 
(a) 中心多様体定理と安定性 
(b) 解の漸近評価とリヤプノフ指数 
(c) 特性根解析による漸近安定性 
(d) 再生方程式への応用 
(e) 関数方程式への発展・応用 
(a)について，無限の時間遅れをもつ非線形
積分方程式に対する中心多様体理論を構築
し，非双曲型平衡点の安定性解析を行う。 
(b)について，摂動項が十分小さいときに解
の漸近挙動を特性根で特徴づける漸近評価
とリヤプノフ指数の関係を解明する。 

(c)について，特性根解析を用いて，有限の
時間遅れをもつ線形積分方程式のすべての
解が0に収束するための必要十分条件を時間
遅れと係数行列の具体的な関係式で与える。 
(d)について，人口学に現れる再生方程式に
応用し，人口モデルを数学的に解明する。 
(e)について，時間遅れを考慮した微分方程
式や差分方程式などへ新たに確立した積分
方程式に対する解析手法を発展・応用する。 
 
３．研究の方法 
相空間における積分方程式の解の表現公

式やスペクトル解析，相平面解析を駆使して
次の研究テーマを遂行する。 
(i) 無限の時間遅れをもつ非線形積分方程
式の解の安定性と漸近評価について： 
相空間における解の表現公式と放物型偏
微分方程式に対する中心多様体定理のア
イディアを活用して，中心多様体定理を研
究協力者（Minh 氏）と確立する。 

(ii) 有限の時間遅れをもつ線形積分方程式
の解の漸近安定性について： 
「線形積分方程式の零解が漸近安定であ
るための必要十分条件は，特性方程式のす
べての根の実部が負である」ことを用いて，
具体的な漸近安定条件を導出する。複素平
面上の特性方程式の根の分布を詳細に調
べるために，数式処理ソフトによる視覚情
報も活用する。 

(iii) 再生方程式および種々の関数方程式
への発展・応用について： 
連携研究者（杉江氏，壁谷氏）とともに得
られた成果を人口学に現れる再生方程式
に応用し，数学的知見を与える。また，再
生方程式と関数微分方程式を連立した方
程式系の安定性解析を行う。さらに，積分
方程式を差分方程式に変えて，研究協力者
（Pituk 氏）と比較研究をする。 

 
４．研究成果 
 研究期間全体を通じて，次の主要な研究成
果を得ることができた。 
(1) 研究代表者らが構築した相空間におけ

る積分方程式の解の表現公式を活用し
て，無限の時間遅れをもつ非線形積分方
程式に対する中心多様体定理を確立し，
非双曲型平衡点の安定性について解析
することができた。 

(2) 無限の時間遅れをもつ積分方程式に対
して，非線形の摂動項が十分小さいとき
に解の漸近挙動を特性方程式の根で特
徴づける漸近評価とリヤプノフ指数の
関係を解明することができた。 

(3) 有限の時間遅れをもつ2次元線形積分方
程式の解の極限を，特性根解析と Formal 
Adjoint Theoryを活用して完全に分類す
ることができた。特に，解がある定点や
周期軌道に漸近するとき，その漸近先を
係数行列，時間遅れおよび初期関数を用
いて具体的に表示することができた。 



(4) 時間遅れをもつ非線形スカラー差分方
程式があるクリティカルな条件を満た
す場合，非双曲型平衡点の安定判別法を
詳細に解析し，先行研究を改善すること
ができた。 

(5) 2 つの時間遅れをもつ 2 次元線形差分方
程式のすべての解が振動するための必
要十分条件を，係数行列と時間遅れを用
いて具体的に導出し，先行研究を一般化
することができた。 

(6) 相平面解析法と背理法を駆使して，時間
遅れをもつスカラー非線形差分方程式
に対する双対的な振動条件と非振動条
件を導出し，先行研究を一般化すること
ができた。 

(7) ある 2次元分数型差分方程式の解の表現
公式を付随する線形方程式の解を用い
て確立した。また大域解の存在条件を初
期値によって明確にし，大域解の漸近挙
動を分類した。特に先行研究で見逃され
ていた解の周期性を完全に解明するこ
とができた。 

(8) 特性根解析と多項式理論を用いて，2 つ
の時間遅れをもつ2次元線形差分方程式
の零解の漸近安定性に関する必要十分
条件を時間遅れと係数行列の固有値で
具体的に与えることができた。 
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