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研究成果の概要（和文）：変分問題とは、ある与えられた「量」（汎関数）の極値を与える関数を求める問題の
ことを言う。変分問題の解を求めようとする際、まず「弱い意味で微分可能な解」＝弱解を求め、その弱解が、
考えている問題の解として十分なレベルまで微分可能であることを示すという２つのステップから成る手法が取
られることが多い。この後半のステップは「正則性の問題」と呼ばれている。本課題研究ではこの正則性の問題
を、非標準的増大度(non-standard growth)を持つ汎関数、特にp(x)-growthと呼ばれるタイプの汎関数に対して
扱い、新たな結果を得た。

研究成果の概要（英文）：The problem of finding critical points of a given "quantity" (functional) is
 called a variational problem. When we try to solve a variational problem, we often employ the 
method consisting of the following 2-steps: first, we find a "weakly differentiable solution" =weak 
solution, and, in the second step, we show that the weak solution is differentiable sufficiently for
 the problem under consideration. This second step is called as "regularity problem". In this 
research, we treated the regularity problems for the functionals of non-standard growth, especially,
 for so-called p(x)-growth functionals, and have gotten some new results. 

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 関数方程式論　変分問題　non-standard growth

  ２版



1 研究開始当初の背景

以下、1.– 4.において、引用文献番号は共通のも
のを用い、文献表は「4 研究成果」の末尾に置く。
領域 Ω ⊂ Rm と関数 u : Ω → Rn に対して汎

関数 F(u; Ω) を

F(u; Ω) :=

∫
Ω

F (x, u,Du)dx (1)

により定義する．ただし，x ∈ Ωを x = (xα) =

(x1, · · · , xm)、u : Ω → Rn を u(x) = (ui(x)) =

(u1(x), · · · , un(x))と表し、u(x)の微分をDu =

(Dαu
i) = ( ∂ui

∂xα ) と表すこととする。また、汎
関数 F を定義する関数 F (x, u, ξ) : Ω × Rn ×
Rmn → R は Carathéodory 関数、すなわち次
の条件を満たす関数とする。

(1) 全ての (u, ξ) ∈ Rn × Rmn に対して、
F (·, u, ξ)は可測関数．

(2) 殆ど全ての x ∈ Ωに対して、F (x, ·, ·)は連
続関数。

さらに ξ(= Du) に関する増大度に関して，「増
大度条件 (growth condition)」と呼ばれる次の
条件を満たしているとする。
定数 0 < λ ≤ Λ, 1 < p ≤ q が存在し，

λ|ξ|p ≤ F (x, u, ξ) ≤ Λ(1 + |ξ|q)

を全ての (x, u, ξ) ∈ Ω× Rn × Rmn において満
たす。
p = q = 定数 の時に標準的増大度 (standard

growth) もしくは p− 増大度 (p−growth)、そ
れ以外の場合を非標準的増大度 (non-standard

growth) と呼ぶ．非標準的増大度のうち，特
に p = q = p(x) となる場合を p(x)− 増大度
(p(x)−growth) と呼ぶ。
汎関数 F に対する変分問題を解こうとすると
き，適当なソボレフ空間での解（弱解）を求め，
さらにその弱解が「問題が要求するレベルまで

微分可能」であることを示すという方法が採ら
れることが多い．F に十分な滑らかさと凸性を
仮定した場合には，前半のステップは一般論の
枠組みで比較的容易に示される場合が多いが，
後半のステップは「弱解の正則性の問題」と呼
ばれ，しばしば大きな障壁となる．特に，非標準
的増大度の場合は 1989 年に P.Marcellini[3] に
よって初めて扱われて以来，重要性が認識され
注目はされているものの，その困難さ故に未解
決な部分が多く残されている．この非標準的増
大度の問題のうち，p(x)−増大度の問題は 1995

年に V.V.Zhikovの論文 [9]で扱われて依頼、注
目されるようになり、今世紀初頭より急速に研究
が進んでいる。特に未知関数がスカラー値の場
合 (n = 1)に対しては，近年になって、Acerbi,

Mingione, Coscia, Eleuteriらにより，かなり解
明されてきたと言える．一方，n ≥ 2の場合に対
しては，Coscia-Mingione [2](1999年)、Acerbi-

Mingione [1](2001 年), 以降，筆者らによる [5]

まで，目立った進展は得られていなかった．本
研究では、m,n ≥ 2, p > 1（p は定数または関
数）の場合に対し、写像のエネルギーの一般化で
ある

Ep(u; Ω)

:=

∫
Ω

(
gαβ(x)hij(u)Dαu

iDβu
j
)p/2

dx (2)

という汎関数に注目し、Ep を最小化する
関数の正則性を研究した。ただし、ここで
(gαβ(x)), (hij(u)) は一様に正定値であり、そ
れぞれの変数に関して微分可能であるとしてい
る。また、p は定数または Ω 上で定義された連
続関数で, 特に p が関数であることを強調した
いときは、上で定義した汎関数を Ep(x) と記すこ
ととする。この Ep の最小点 u : Ω → Rn の正則
性、特に「小さな集合を除いての正則性」＝部分
正則性 (partial regularity)に関して、本研究開
始時点で得られていた結果を，p−増大度の場合



と p(x)−増大度の場合に分けて次に述べる。
Epの最小点となる写像 uは、ある開集合Ω0 ⊂

Ωに対して u ∈ C1,α(Ω0)となる。以下、ds :=

dimH(Ω \ Ω0)とおく。

(1) p−増大度
1⃝ p > 1: ds < m− p

2⃝ p ≥ 2, u に有界性を仮定: ds < m −
[p]− 1

3⃝ p > 1: ∂Ω上に特異点は無い。
(2) p(x)−増大度、p(x)は連続、γ1 := inf p(x)

1⃝ p(x) ≥ 2: ds < m− γ1. [5]

2⃝ p(x) ≥ 2, u に有界性を仮定: ds <

m− [γ1]− 1 [6]

ここで、[ ]はガウス記号、dimH はハウスドル
フ次元を表すとする。また、p(x) はヘルダー連
続であるとする。これらの仮定、記号は以下の
欄においても用いる。

2 研究の目的

さまざまな状況証拠から、p−増大度の場合に
対して成立する結果の殆どが p(x)−増大度の汎
関数に対しても成り立つであろうと予想される。
実際、「１ 研究開始当初の背景」 で述べたよう
に、(1) p−増大度の場合に対して得られている
結果のうち、(1) - 1⃝に関しては、(2) p(x)−増大
度の場合に対しても、p(x) ≥ 2という条件下で、
成り立つことが筆者らの結果により知られてい
た。そこで、当然ながら次のような問題意識が
浮かぶ。

(Q1) (2)- 1⃝の部分正則性の結果は、p(x) > 1

に範囲で成り立つであろうか？
(Q2) 境界上の正則性に関しても p− 増大度の
場合と同様の結果が得られるか？

本研究の中心的目的は、p(x)−energy汎関数

Ep(x)(u; Ω)

:=

∫
Ω

(
gαβ(x)hij(u)Dαu

iDβu
j
)p(x)/2

dx

に対して、上の２つの質問に解答を与えること
にあった。

3 研究の方法

一般に，p−増大度の場合，

rp−m

∫
B(x,r)

|Du(y)|pdy (3)

という積分量を考え，r → 0 のときにこの量が
rγ （γ > 0）のオーダーで減少することを示し
て，Morreyの定理を用いて uが Hölder連続で
あること（u ∈ C0,γ/p）を示すという手順が採
られることが多い．p− 増大度の場合は (3) で
与えられる量に注目することは極めて自然であ
り，他に選択肢は思いつかないと言ってもよい
だろう．しかし，p(x)− 増大度の場合はどのよ
うな量を選択すべきかは自明ではない．従来の
研究（[5] より以前の研究) では，任意に固定し
た点 p0 ∈ Ωに対して，p2 := supB(x0,R) p(x)と
p1 := infB(x0,R) p(x) の差が十分小さくなるよ
うに R > 0をとり，各 B(x, r) ⊂ B(x0, R) 上で

rp2−m

∫
B(x,r)

|Du(y)|p2dy (4)

という量を考えていた．謂わば，standard

growth の場合の手法を単純に局所化して用
いていた．これに対し、[5] において，筆者と
M.A.Ragusaらが導入した量

rρ(x,r)−m

∫
B(x,r)

|Du(y)|ρ(x,r)dy (5)

（ρ(x, r) := supB(x,r) p(x)）という量は扱いが難
しい難点こそあるが，(4)で定義された量よりも
p(x)− 増大度の場合により適合した量であり，



より精密な評価を可能とするものであった。本
研究でも上の (5)を評価し、p−増大度の場合に
対して知られていた結果を Ep(x) に対して拡張
していくとい方法をとった。
(2)- 2⃝の結果を得る際、p− 増大度の場合に

極めて有効な “blow-up”法と呼ばれる方法を
p(x)− 増大度に対して適合するよう改良した。
この方法は境界上の正則性を得るためも有効で
あり、問題 (Q2)を解決するために用いた。
また、研究全体を通して、連携研究者・長澤

氏の協力の下、所謂勾配流を用いた方法も検討
した。

4 研究成果

　境界上の正則性に関する (Q2) に対しては
Catania 大学・M.A.Ragusa との共同研究によ
り次の結果を得た。

定理 1 ([4]). p(x) は Ω 上で定義されたヘル
ダー連続な関数で、p(x) ≥ 2 とする。ある h ∈
W 1,s(Ω) (s > m)に対して、uはΩの境界 ∂Ω上
で hと一致する関数の中で Ep(x)の最小値を与え
る関数とする。このとき、Ω̄の相対開集合 Ω0 が
存在し、u ∈ C1,α(Ω0)となり、dimH(Ω̄ \Ω0) <

m− γ1 を満たす。
さらに、uが有界であるとき，∂Ωの近傍で u

はヘルダー連続となる。

(Q1)に対する結果としては、1 < p(x) < 2の
場合に対して、筆者の指導学生であった薄羽 [8]

により、p(x) ≥ 2の場合と同様の結果が得られ
ていた。これは、p(x) = 2が部分正則性に対す
る閾値ではないことを示している。しかし、正
則性を得るためのさまざまな評価式中に指数と
して p− 2が現れ，p = 2を境に不等式の向きが
逆転する．p−増大度の場合では，それぞれ扱う
場合によって独立に考えればよかったが，p(x)−
増大度では１つの項の中に p(x) ≥ 2と p(x) < 2

が混在する場合を扱う点に困難さがあった。こ
の困難さを乗り越えるため、補助的な量を導入
することにより、p(x) > 1に対して、部分正則
性の結果を得ることができた。また、同時に定
理 1 も p(x) > 1 に対して拡張することができ
た。この結果は [7]において発表したが、そこで
は Ep(x) よりやや一般化された次の汎関数 Fp(x)

に対して結果を得た。

F(u; Ω)

:=

∫
Ω

(
Aαβ

ij (x, u)Dαu
iDβu

j
)p(x)/2

dx

ここで、Aαβ
ij (x, u) は一様楕円性条件を満たし、

xに関してヘルダー連続、uに関して C1-級であ
るとする。

定理 2 ([7]). p(x) は Ω 上で定義されたヘル
ダー連続な関数で、p(x) ≥ 1 とする。ある h ∈
W 1,s(Ω) (s > m)に対して、uはΩの境界 ∂Ω上
で h と一致する関数の中で Fp(x) の最小値を与
える関数とする。このとき、Ω̄の相対開集合 Ω0

が存在し、u ∈ C0,α(Ω0)となり、dimH(Ω̄\Ω0) <

m− γ1 を満たす。
さらに、係数 Aαβ

ij (x, u) が Aαβ
ij (x, u) =

gαβ(x)hij(x, u) という形で与えられていると
き、∂Ωの近傍で uはヘルダー連続となる。

以上で、本研究課題の当初の目的は満足でき
る形で達成することが出来たので、さらに一般
化された Φ− 増大度と呼ばれるタイプの汎関
数に対する研究も開始した。Φ− 増大度に対す
る研究は、2015 年に筆者が Napoli 大を訪れた
ときに知己を得た A. Passarelli di Napoli 氏、
F.Giannetti氏等との共同研究であり、部分正則
性に関する結果を得たが、本研究課題の対象期
間での発表には間に合わなかった。



参考文献

[1] E. Acerbi and G. Mingione. Regularity re-

sults for a class of quasiconvex function-

als with nonstandard growth. Ann. Scuola

Norm. Sup. Pisa Cl. Sci. (4), 30(2):311–

339, 2001.

[2] A. Coscia and G. Mingione. Hölder con-
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Università degli Studi di Napoli “Federico

II” · Dipartimento di Matematica e Ap-

plicazioni “R. Caccioppoli”· Ricercatore

（助教）


