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研究成果の概要（和文）：本研究では、リミットサイクル振動子による結合振動子系における同期モードの共
存、強制引き込み現象および結合の時間遅れの影響について、理論と実験の両面からのアプローチを推進した。
主な研究対象を化学振動子のBelousov-Zhabotinsky(BZ)反応とvan der Pol型発振回路とし、これらで構成され
る結合振動子系の周期解の存在性、安定性、共存に関する数学解析とシミュレーションに取り組んだ。また、解
析結果を実証する実験データの取得も試みた。

研究成果の概要（英文）：This study examined the coexistence of synchronization modes, the 
entrainment phenomena, and the effects of delays on the dynamics for the coupled limit cycle 
oscillators using both theoretical and experimental approaches. In particular, we analyzed the 
existence, stability, and coexistence of limit sycles for the coupled Belousov-Zhabotinsky reaction 
system and the coupled van der Pol type oscillator. Moreover, some experiment systems were developed
 for the demonstration of mathematical results.

研究分野：非線形解析，数理生物学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
(1) リミットサイクル振動子とは、システム
に内生的な周期で軌道安定な振動を発生さ
せる非線形振動子である。リミットサイクル
の存在と安定性に関する問題とは、まさに
Hopf 分岐の存在と方向性（Supercritical, 
Subcritical）について調べることを指す。 
 リミットサイクル振動子を複数結合した
結合振動子系の研究は、物理学の世界で長い
歴史をもち、近年では生物学、生命科学、ロ
ボット制御工学などの分野でも応用が進ん
でいる。 
 結合振動子系は「同期（Synchronization）」
を起こす。同期とは、似た性質の振動子同士
を結合させたとき、共通の周期（振動数）を
持つ振動に陥る現象であり、同相(in-phase)、 
逆相(anti-phase)、異相(out-phase)の同期
モードが存在する。1 つの結合振動子系に対
して同期モードは必ずしも1種類とは限らず、
複数の安定周期解が共存し、初期条件次第で
いずれの解に漸近するか変わる場合がある。 
 一方、リミットサイクル振動子は「強制引
き込み（Entrainment）」を起こす。これは、
リミットサイクル振動子にある一定範囲の
振動数で外部摂動を加えたとき、互いの振動
数に差があると振動子が振動数を変化させ
て外部摂動に同調する現象のことである。 
 1970 年代以降、リミットサイクル振動子の
結合振動子系の同期現象について Strogatz、 
Kuramoto 等を中心とする研究者によって深
く研究されてきた。よく知られるとおり、同
期と相転移の本質を記述する位相方程式と
して Kuramoto model は完成形である。しか
しながら、実際の応用上は現象を具体的に記
述するモデルの精緻な解析が必要になる。 
 
(2) 近年、状態の履歴を考慮した微分方程式
（関数微分方程式）の重要性が認識されてお
り、生物学と経済学の分野を中心に盛んな研
究が行われている。時間遅れは分岐やカオス
を引き起こし、解の構造安定性に影響を与え
る要因であることが認知される一方で、その
解析的な取扱いは常微分方程式と比較して
格段に難しく、特にシステムに対する一般的
な解析手法は発展の途にある。 
 
(3) 写像度理論は非線形解析における強力
なツールであり、写像度にはいくつかの種類
がある。既往の研究から時間遅れの有無によ
らず、次の使い分けが考えられる： ① 自励
系における非自明な周期を持つ周期解の存
在問題（Hopf 分岐解析）には、 S1-degree 
[Dylawerski et al., Ann. Plon. Math. 
vol.62 (1991), pp.243-280]が有望である。
② 非自励系における自明な周期を持つ周期
解の存在問題には、Coincidence degree 
[Gaines and Mawhin, LNM 568 (1977)] が有
用である。 
 ところが、一般的に写像度では解の存在・
非存在や個数を調べることはできても、解の

安定性は判定できない。そこで、解の存在性
と安定性を合わせて解析する手法の開発が
求められる。 
 
２．研究の目的 
  本研究では、リミットサイクル振動子によ
る結合振動子系における同期モードの共存、
強制引き込み、結合の時間遅れの影響の数理
解析を目的とする。特に、写像度理論と位相
縮約理論を融合して、周期解の分岐・安定性
解析の新手法を開発する。主な研究対象は、
Belousov-Zhabotinsky (BZ) 反応系と van 
der Pol 型方程式系とする。安定なリミット
サイクルの共存問題においては、S1-degree
と位相縮約法を組み合わせてリミットサイ
クルの振動数を区別する方法を考案する。周
期的な外部摂動による強制引き込み現象に
対しては、Coincidence degree と位相縮約法
を組み合わせて解の安定性判別の手法を提
示する。 
 また、本研究では実験と理論解析の両輪に
より数学協働の成果を追求する。数学的視点
から定理に沿って結合力や時間遅れの大き
さを調節できるような工夫を施した実験系
を再設計・構築し、モデルの解析結果を実証
する観測データの取得を目指す。 
 
３．研究の方法 
(1) van der Pol 型結合振動子系のモデリン
グ、シミュレーションおよび実験観測により
リミットサイクルの共存条件を調べ、理論解
析の方針を検討する。特に、3 つの振動子を
結合したシステムの回転対称性に焦点を当
てる。  
 
(2) BZ 反応では、触媒としてセリウムを用い
る Field-Körös-Noyes(FKN) 反 応 機 構
(Oregonator) と、フェロインを用いる
Rovinsky-Zhabotinsky(RZ)反応機構が良く
知られている。FKN モデルの反応溶液は黄色
と無色を振動し、RZ モデルは青色と赤色を振
動する。各モデルは反応物質の濃度に応じた
固有の周期を持つが、溶液にセリウムとフェ
ロインを同時に投入すると2つの振動系の相
互同期が起こり、全く別の周期で 4色 6段階
の振動現象が発生する。このリズム現象の観
測データに対して、モデリングと数学解析に
よる理論的な証明を完成する。 
 
(3) ポンプ結合による 2 槽時間遅れ結合 BZ
反応系は、適当な結合強度の下で時間遅れが
大きくなるとリミットサイクルが分岐を起
こし 2個の安定解が共存する。結合強度と時
間遅れが同期モードに与える影響について、
実験と数理モデルの解析により研究する。 
 
(4) テンサイにおける代表的な伝染病はそ
う根病であり、病気の媒介者 P.betae の活動
性は土壌水分、ｐH、温度などに依存するこ
とが知られている。そこで、地温と降雨が病



気の広がりに与える影響を分析するために、
テンサイの成長と媒介者との相互作用を記
述するODEモデルを拡張して解のダイナミク
スを調べる。本研究テーマでは、周期的な環
境を持つ非自励系モデルの解析手法を確立
するという点において、強制引き込み解析と
よく似た数学理論を用いる。 
 
４．研究成果 
(1) 3 つの van der Pol 振動子による結合振
動子系おいて、システムの対称性とリミット
サイクルの個数の関係について数値解析お
よび実験観測により研究した。モデリングと
シミュレーションにより、システムが S3 対
称性をもつ場合、6 個の安定なリミットサイ
クル（in-phase が 1 個、2-in-phase が 3 個、
rotating が 2 個）が共存可能であることが分
かった。これは、Balanov et al. [Topol. 
Methods Nonlinear Anal., vol.27 (2006), 
pp.29-90]による数学解析の結果を視覚化し
た成果である。一方、実験では 2-in-phase
と rotating の共存を示すデータは取得可能
である一方で、同じ回路系を用いて in-phase
の観測は実現困難であることを、Ashwin et 
al. [Nonlinearity, vol.3 (1990), 
pp.585-601]の先行研究と照らして分析した。
また、システムが対称性を失うと複数のリミ
ットサイクルの共存は起こらないことも判
明した。当研究成果は論文にまとめ、専門誌
に掲載された。 
 
(2) 2 種類の触媒（セリウムとフェロイン）
が作用する BZ 反応系について、従来ある FKN
機構と RZ 機構を組み合わせたハイブリッド
反応機構を提案し、3 つの中間生成物質の濃
度を変数とする縮約モデルを構築した。この
モデルに Liu[J. Math. Anal. Appl., vol.182 
(1994), pp.250-256]の分岐定理を適用して
Hopf 分岐の存在を示すことにより、3次元状
態空間内の Limit cycle という形で ORP 振動
と色の変化の本質について理論的な証明を
完成した。当成果について、定量的な観測デ
ータと照合してまとめた論文が専門誌に掲
載された。 
 
(3) 同一の BZ 反応槽をポンプとチューブで
つなぐ実験系（図 1）を構築し、ポンプの
ON/OFF を繰り返しながら、各槽の酸化還元電
位の時間変化を記録した。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
実験の結果、時間遅れが小さい場合には同相
モードしか存在しないが、時間遅れがある程

度大きくなると同相モードと逆相モードが
共存することを示すデータの取得に成功し
た。 
  対称性をもつ 2 槽時間遅れ結合 BZ 反応系
は、次式(C)でモデル化される： 
 
 
 
 
 
ここで、  
 である。時間遅れ τ  は図 1の反応

槽を接続するチューブの長さ、 結合定数 
 はポンプの流量に対応する。特に τ 

の値とリミットサイクルの個数の関係に注
目し、BZ 反応系における同相と逆相の共存は
結合項の時間遅れが本質的要因であること
の証明を目指している。 
 証明手順は、次のとおりである：①スケー
ル変換により(C)の時間遅れを形式的に 1 と
すれば、τ が係数として項の前に出る。②
周期解を Hilbert 空間上で S1-equivariant 
compact mapping の不動点として表現する。
③τを用いた条件の下でホモトピーを構成
し、解写像の S1-degree を計算する。現状、
手順③について Balanov et al.によって確立
された計算手法の適用を進めている。 
 
(4) テンサイにおけるそう根病の感染経路
には、休眠胞子による一次感染と、遊走子に
よる二次感染がある。この病気の感染動態に
ついて、Webb et al. [Plant Pathology, 
vol.49 (2000), pp.600-607]は 7 変数から成
る SIR モデルを用いてモデル化した。 
 我々は、病気の潜伏期間と一次感染の強さ
は地温の影響を受け、二次感染の強さは土壌
の体積含水率の影響を受けることを仮定し、
モデルの拡張に取り組んだ。ここで、降雨に
よる含水率の時間変化は、 近藤[水文・水資
源学会誌, vol.6 (1993), pp.336-343]によ
る物理実験および統計分析に基づく研究成
果を参考にした。 
 構築した拡張モデルの数値シミュレーシ
ョンの結果、早期の播種が感染拡大防止に有
効であることが明らかになった。また、仮想
の降雨を用いた数値実験の結果、 大雨の時
期によって感染拡大を招く可能性が示され
た。今回構築したモデルは、そう根病以外に
も、これに似た感染経路を持つ植物の伝染病
に対して応用可能であり、農作物収量のリス
クマネジメントなどへの利用が想定される。
以上の成果について学会報告を行ったが、今
後は数学解析による定理の構築を進める。 
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