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研究成果の概要（和文）：一般の左固有組み合わせ的かつ単体的なモデル圏についてモティヴィック導来代数幾
何学の理論を定式化した. それらを応用して無限圏を用いてモティヴィック・スキームおよびスタックを構成す
る理論を与えた. 例えばモティヴィックスキームのベクトル束やThom空間を表現するモティヴィック・スタック
を無限圏を用いて構成することができる. これらはモティヴィック導来代数幾何学がモジュライ問題に応用でき
る可能性があることを示している. 研究は論文「Motivic model categories and motivic derived algebraic　
geometry」にまとめた.

研究成果の概要（英文）：We established the theory of motivic derived algebraic geometry for left 
proper combinatorial simlicial model categories. In the framework of motivic derived algebraic 
geometry, we can construct of the motivic version of derived schemes and stacks by using motivic 
versions of infinity-categories. For example, we can obtain the moduli stacks of vector bundles and 
Thom spaces on motivic schemes.  These results give us examples of applications of motivic derived 
algebraic geometry to moduli problems. We wrote the research the article "Motivic model categories 
and motivic derived algebraic geometry".   
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１．研究開始当初の背景 

2000 年までに混合モチーフの三角圏は

Voevodsky, Levine, 花村の三人により独立

に構成されている. 一方で 2000 年以降, 

Lurie 等によって導入されて発展した導来代

数幾何学によりモチーフ理論の研究も新た

な方向性が確立されてきた. 2007 年に

Tabuada により K-理論の普遍性を与える非

可換モチーフのなす無限圏が構成された. 

また, 位相的保型形式の構成に代表される

ように導来代数幾何学が位相幾何学のホモ

トピー論および安定ホモトピー論に対して

応用されている. Morel および Voevodsky の

導入した A1-ホモトピー論は位相幾何学のホ

モトピー論の代数的類似と考えることがで

きる. そこで導来代数幾何学と A1-ホモトピ

ー論を組み合わせた「モティヴィック導来代

数幾何学」を考えて, 導来代数幾何学を応用

できるように強化を行うことで A1-ホモトピ

ー論に応用できる枠組みを作る研究を行う

ことにした. 申請者はモティヴィック導来

代数幾何学の枠組みから代数的 K-理論の研

究を行って K-群を表現するスペクトラムが

ボット周期元の対数微分形式と関係づけら

れると考えた.  

 

２．研究の目的 

(1)モティヴィック導来代数幾何学の理論の

定式化 

Grothendieck により代数幾何学は集合の圏

を用いて層の理論を展開することで発展し

てきた. 他方, 位相幾何学において Quillen 

は 1967 年にホモトピー論を展開するための

本質的な枠組みであるモデル圏の理論を構

成し, 単体的集合の圏と位相空間の圏のも

つ標準的なモデル構造がQuillen同値である

ことを証明した. 2006 年頃に Lurie 等によ

って, 代数幾何学とホモトピー論を組み合

わせた理論として導来代数幾何学が確立さ

れた. 導来代数幾何学は集合の圏を単体的

集合のモデル圏の上に層の理論を代数幾何

学である. 言い換えると, あ集合の圏から, 

単体的集合の圏(あるいは位相空間の圏) に

取り替えて代数幾何学の類似を展開させる

理論である. この研究の目的は 1 点上の層

の圏を集合の圏から一般のモデル圏に取り

替えて, 様々なモデル圏の上に代数幾何学

の理論を展開する仕組みおよびその応用を

与えることである. 

 

(2)ボット周期性の対数微分形式を導来代数

幾何学の視点からの研究 

これまでのモチーフ理論はすべて代数的サ

イクルを用いて構成されてきた. 本研究で

は代数的サイクルよりもボット周期性こそ

がモチーフ理論に対して重要な要素ではな

いかと考えている. ボット周期性から, 混

合モチーフおよび混合テイトモチーフの満

たすべき性質をどれだけ引き出すことがで

きるかを調べる点がこれまでにない斬新な

視点と言える. 特にボット周期の対数微分

形式からアダムス作用素の固有分解や混合

モチーフの重みフィルターが導かれること

が期待される. そして, 本研究は代数多様

体よりもはるかに広い範囲の対象を扱う非

可換モチーフ圏から出発して, 混合モチー

フの圏を構成する研究である. 本研究は非

可換モチーフの圏から混合モチーフの圏を

構成しているので, 非可換環を座標環に持

つ代数多様体のモチヴィックコホモロジー

の定式化など非可換代数幾何学へのモチー

フ理論の発展などが期待される. 

 

３．研究の方法 

(1)モティヴィック導来代数幾何学の理論の

定式化 

左固有組み合わせ的モデル圏上の単体的前

層の上に導来代数幾何学の類似の理論を展

開させる. このとき無限亜群，無限圏，無限

2 圏，無限トポスのモティヴィック類似の定



式化と無限幾何的トポスの理論を定式化し

て，ザリスキトポスとエタールトポスのモテ

ィヴィック類似の定式化を行う.  

(2)ボット周期性の対数微分形式を導来代数

幾何学の視点からの研究 

(1)で定式化した導来代数幾何学に基づいて

K-スペクトラムをアファインスキームの座

標環として考える. 得られたアファインモ

ティヴィックスキームの自由ループスタッ

クがボット周期の対数微分形式と関係づけ

ることを調べる. ボット周期の対数微分形

式を使って，K-スペクトラムのなすアファイ

ンモティヴィックスキームに乗法群 Gm の作

用を与える.  

 

４．研究成果 

(1)モティヴィック導来代数幾何学の理論の

定式化 

研究当初は A1-ホモトピー論と導来代数幾何

学の組み合わせのみを念頭においてモティ

ヴィック導来代数幾何学の理論を構築する

ことを考えていた. 研究を進めるにあたっ

て応用できる範囲を広げるように助言を頂

いた. 一般的な Grothendieck サイトで区間

のデータを持つような圏から左固有組み合

わせ的かつ単体的モデル圏への前層全体の

なす圏に, Morel および Voevodsky がモデル

構造を導入したものと同様の方法で新たな

モデル構造を導入することを考えて定式化

を行った. これをモティヴィック・モデル圏

と呼ぶことにした. このとき使用するモデ

ル圏を取り換えることで, モティヴィック

無限空間, モティヴィック無限圏, モティ

ヴィック無限 2圏のなすモティヴィック・モ

デル圏が定義できるように定式化を行った.  

左固有組み合わせ的モデル圏から作られる

脈体は自然に表示可能無限圏の構造を持つ

ことが知られている. 定式化されたモティ

ヴィック・モデル圏から作られる脈体は左固

有組み合わせ的かつ単体的モデル圏の脈体

のなす無限圏とモティヴィック無限空間の

無限圏のテンソル積であることによって特

徴づけられることを証明した.  

 定式化されたモティヴィック・モデル圏の

理論を用いてモティヴィック代数幾何学の

理論の定式化の研究を行った. Lurie 等の導

入した導来代数幾何学の無限トポスや幾何

的無限トポスおよび導来スキームおよび導

来スタックの理論のモティヴィック類似の

理論を構成した. その際, 無限 2圏の理論を

用いて代数幾何学におけるスペクトラム関

手の存在を証明した.  

 また, モティヴィック導来代数幾何学とA1-

ホモトピー論に対する応用の研究も行った. 

モティヴィック無限圏に対する A1-ホモトピ

ー論の展開させる方法が示されたと考えら

れる．特に, 代数的コボルディズムの研究へ

の展開が期待される. モティヴィック導来

代数幾何学の理論の定式化は完了している. 

今後はモティヴィック代数幾何学をさらに

応用させる研究が考えられる.  

 

(2)ボット周期性の対数微分形式を導来代数

幾何学の視点からの研究 

モティヴィック導来代数幾何学に基づい

て K-スペクトラムをアファインスキームの

座標環に起点付き射影直線上のループスタ

ックの研究を行った. 得られたループスタ

ックの座標環がボット周期の対数微分形式

で生成されることがわかった. モティヴィ

ック導来代数幾何学の研究が当初の計画と

は別方向に発展をしているため，K-スペクト

ラムのボット周期性に絞ったところまでの

研究を進めるところが今後の課題となる.  
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