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研究成果の概要（和文）：Kardar-Parisi-Zhang(KPZ)方程式とは、揺動を伴う界面の成長を記述する非線形確率
偏微分方程式である。数学的には発散項を含み不良設定になるが、これを除去する繰り込みの手法がフィールズ
賞受賞者Hairerにより提唱され意味付けが可能となった。本研究では、KPZ方程式および多成分がカップルした
KPZ方程式の定常測度を特定し、方程式の時間大域的可解性を示した。さらに、関連する相互作用無限粒子系の
行列式構造を新たに見出すなどの研究を行った。

研究成果の概要（英文）：Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) equation is a nonlinear stochastic partial 
differential equation which describes an evolution of growing interfaces with fluctuation. 
Mathematically, this equation involves a divergent term so that it is ill-posed, but Hairer, a 
Fields medalist, introduced a method of renormalization which removes the divergent term and gave a 
mathematical meaning to it.  In this research project, we have specified the stationary measures of 
KPZ equation and multicomponent coupled KPZ equation, and shown the global solvability in time.  
Moreover, we have found new determinantal structures in related interacting infinite particle 
systems.

研究分野： 確率論
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１．研究開始当初の背景 
揺動を伴う界面の成長を記述する Kardar- 
Parisi-Zhang (KPZ)方程式の研究は近年爆
発的に進展しており、確率論研究の中心的課
題の一つと考えられるに至った。KPZ 方程式
自体は不良設定 (ill-posed) であるが、繰り
込みの手法により意味付け可能で(2014 年フ
ィールズ賞受賞者 Hairer の研究)、それは粒
子系からの近似により導出される解、つまり
乗法的ノイズを持つ確率熱方程式から定ま
るCole-Hopf解と一致することが知られるよ
うになった。笹本-Spohn らにより、いくつ
かの特殊な初期条件の下で、解の生成関数の
行列式構造(determinantal structure)が見い
だされ、それを用いて KPZ 方程式の
Cole-Hopf 解に対して通常の中心極限定理と
は全く異なる 1/3 乗則が示され、急速に関心
が高まってきた。 
 
２．研究の目的 
KPZ 方程式は、Hamilton-Jacobi 型の非線形
確率偏微分方程式である。この方程式には、
界面の高さ関数の空間微分(界面の傾き)の 2
乗を含む非線形項と時空ホワイトノイズと
よばれる確率項（揺動項）が現れるが、両者
は協調せず、そのままでは意味のある解を持
ち得ない。しかし、界面の傾きに対する確率
Burgers 方程式とみなし、無限大の発散項を
取り除いて得られるCole-Hopf解は意味を持
つ。このような意味の解に対する確率可積分
系の理論の観点からの研究が世界的規模で
進みつつある。本研究の目的は、さらに汎用
性の高い確率解析的手法を持ち込み、平衡系、
非平衡系、多成分がカップルした系、多粒子
系による近似等の観点から KPZ 方程式の研
究を推進することにある。 
 
３．研究の方法 
(1) 本研究は KPZ方程式に特化したものであ
り、主に研究代表者・舟木が担当した確率解
析的手法と研究分担者・笹本が担当した確率
可積分系による手法の両面から研究を進め
た。同時に、両者間の緊密な連携を図った。
関連する確率偏微分方程式の研究も行った。 
(2) 研究期間の初年度に海外共同研究者の 1
人である Hendrik Weber 氏 (英国・Warwick
大学) を招き、KPZ 方程式を含む特異な確率
偏微分方程式に対する繰り込みの手法をテ
ーマとする「確率論夏の学校」を開催した。
また、研究集会「Stochastic Analysis on 
Large Scale Interacting Systems」を毎年
開催し、KPZ 方程式に関する研究発表等を行
った。 
 
４．研究成果 
(1) Cole-Hopf 解について、ウィナー測度が
定常測度であることを示した。さらに、幾何
的ブラウン運動の分布が乗法的ノイズを持
つ線形確率熱方程式の定常測度であること
を Cole-Hopf 変換を通して示した⑨, ⑩(番

号は[雑誌論文]参照。以下、同様)。 
(2) 多成分がカップルした KPZ 方程式に対
し、擬被制御解析を用いて(1)の結果の拡張
を行った。特に、非線形項のカップリング定
数が 3重線形性とよばれる対称性の条件を満
たせば、拡散係数による修正を加えた多次元
ウィナー測度が定常測度であり、この測度に
ついてほとんどすべての初期値に対し KPZ方
程式(正確には対応する傾きの方程式)は大
域的適切性を持つことを示した①。 
(3) q-TASEP とよばれる排他過程の一般化と
して、粒子の移動確率に q-Hahn 直交多項式
の重み関数が現れる過程を導入し、その性質
を議論した⑬, ⑭, ⑱。また非対称な反射型
相互作用を持つブラウン運動粒子系に対し、
双対性を用いることにより、カレントの母関
数がフレドホルム行列式の形に書けること
を見出した⑮。 
(4) 量子群に関連する代数的構造を用いる
ことにより、自己双対性を持つ非対称多体拡
散模型を構成した⑤, ⑦。これは適切な極限
において KMPモデルとして知られる熱輸送模
型の非対称版も含んでいる。また、 O’
Connell-Yor モデルとよばれる有限温度ポリ
マー模型に対し、ランダム行列理論に現れる
のと同様な行列式構造があることを見出し
た④, ⑥。 
(5) q-TASEP とよばれる非対称単純排他過程
の一種に対し、その定常状態における粒子の
位 置 の 揺 ら ぎ が 長 時 間 極 限 に お い て
Baik-Rains 分布で与えられることを示した。
また、そのスケール極限として定常的なポリ
マー模型や KPZ 方程式の解析を行った。さら
に対称単純排他過程における粒子の位置の
大偏差を決定する研究も行った③。 
(6) 関連して、質量保存アレン・カーン方程
式にノイズを加えて得られる確率偏微分方
程式について、鋭敏界面極限を論じ、極限で
確率的摂動を持つ質量保存平均曲率運動が
導かれることを示した。 
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