
東京大学・大学院数理科学研究科・准教授

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１２６０１

若手研究(A)

2018～2014

代数幾何学における正標数還元手法の研究

Study of the reduction modulo positive characteristics in algebraic geometry

７０６３４２１０研究者番号：

權業　善範（Gongyo, Yoshinori）

研究期間：

２６７０７００２

年 月 日現在  元   ６ ２０

円    11,100,000

研究成果の概要（和文）：正標数還元手法の研究として、主にファノ型多様体、カラビ・ヤウ型多様体。大域的
F正則多様体、および大域的F分裂多様体の研究を行った。前者の二つは極小モデル理論における基本ピースに現
れる多様体で、後者の二つは正標数の基礎体上で定義されるフロベニウス写像によって定義される多様体であ
る。この前者と後者は正標数還元により行き来することが予想されている。この研究費での研究期間中の主要な
成果はこの予想に関する部分的解決と後者の多様体たちに対する正標数上の極小モデル理論的な観点からの研究
である。

研究成果の概要（英文）：Under the supporting of this grant, I had mainly studied about varieties of 
Fano and Calabi-Yau type, and globally F-regular and F-split varieties. First two varieties appear 
in the theory of Minimal model programs, and other varieties are defined by using Frobenius maps in 
algebraic geometry over positive characteristics fields. Among these two categories are expected to 
be connected by reduction modulo positive characteristics.  Mainly I studied to solve this problem 
partially and establish the minimal model theory in positive characteristics during the support of 
this grants.
 

研究分野：代数幾何学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
正標数還元手法は、標数０の代数幾何学において、非常に有効な技術として認識されており、解析的手法となら
んで、その手法の応用は非常にインパクトがある。
正標数上の極小モデル理論の研究は標数0上の研究の延長としても非常に重要な研究であり、最近F特異点の研究
が正標数上の極小モデル理論の研究に応用されていることから踏まえても、本研究の学術的意味は非常にあった
といえる。また正標数上の代数幾何学の社会への応用としては暗号理論をはじめとする様々の分野ですでに確立
されているので、本研究はその点における将来的な社会的貢献は十分に可能性がある。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
研究開始の背景は、極小モデル理論の完成を念頭においており、それはいまも変わらない。極
小モデル理論の完成は代数多様体の双有理分類論におけるビルディングブロック構造の確立を
意味する。それにより、代数多様体の構造を詳しく調べることができ、その応用の可能性はは
かりしれない。代数多様体とは、多項式の解として定まる集合である。 
双有理分類論とは、双有理的同一視という見方の下で分類を行う理論だが、双有理同一視とは、
あるザリスキー開集合上で同型なものを同一視するという見方で、関数体の同型類による同一
視である。 
私の研究背景は、代数多様体の分類論を研究しつつ、極小モデル理論のとりわけ重要な予想を
証明することである。 
この極小モデル理論は、双有理同一視の下で無駄の無いモデル(極小モデルと呼ぶ)を見つけ、
極小モデルの性質を調べる理論であり、 
1980年代に川又雄二郎氏、森重文氏、M. Reid氏, V. V. Shokurov氏により枠組みが完成した 
(極小モデルプログラムと呼ぶ)。  
しかし、その理論自身の完成は未だできておらず,  現在、最も重要となるのがアバンダンス予
想と呼ばれる予想である。アバンダンス予想とは、極小モデルの標準因子が, 半豊富であろう
という予想である。因子$D$が半豊富とは、十分割り切れる大きな正の整数$m$に対して
$mD$の完備線形系が固定点を持たないことをいう。アバンダンス予想は$3$次元以下の場合は、
藤田隆夫氏、川又雄二郎氏、宮岡洋一氏らの貢献により証明されている。私の目下の目標は
$4$次元の場合の解決である。 
最終的に極小モデル理論（極小モデルの存在とアバンダンス予想の解決）が完成したあかつき
には、全ての代数多様体は双有理的に、 
鞍型のような図形(一般型多様体)、平面のような図形(カラビ・ヤウ多様体)、球面のような図形
(ファノ多様体)に分解される。 
最近、私と藤野修氏は、対数的多重標準表現の有限性を示し、半対数的標準対に対するアバン
ダンス予想が対数的標準対に対するそれに帰着した。一方、正標数還元手法とは、複素数体上
で定義された代数多様体を有限体上の代数多様体だと思い、正標数上の多様体が持つフロベニ
ウス射という非自明な自分自身への射を用いることで、複素数体上で定義された代数多様体の
結果を得る手法である。このテクニックを利用して、森重文氏はハーツホーン予想の解決およ
び、ファノ多様体上の有理曲線の存在を証明した。私は、ここ数年この正標数還元手法を用い
て対数的ファノ多様体を研究してきた。特に大域的 F正則多様体と呼ばれるフロベニウス射の
分裂性定義される多様体について研究している。ここで対数的ファノ多様体の正標数還元が大
域的 F正則多様体であることが、大域的 F正則多様体の研究の動機付けとなっている。 
 
２．研究の目的 
当初はアバンダンス予想につながる葉層構造の代数性の研究を念頭において、正標数還元の研
究を始めた。Birkar 氏による Borisov—Alexeev—Borisov 予想の解決など、急激な分野の発展に
より、徐々に時代の流れがフリップの停止問題および正標数上の MMP の研究に移るようになり、
よりファノ多様体の研究や大域的 F正則多様体の構造を明らかにすることになった。 
またこの研究の延長として、代数多様体の非自明な偏極自己射を持つ代数多様体の構造理論の
研究を始め、このような多様体が対数的カラビ・ヤウ構造を持つことを調べた。現在この研究
が活発化している。 
 
３．研究の方法 
コホモロジー理論とフロベニウス写像を用い消滅定理および単射性定理などを示した。また正
標数上の曲面論と正標数還元においてのザリスキー分解の振る舞いなどを調べることにより研
究した。またフロベニウス写像と非自明な偏極自己射を比較することの研究も行った。そのザ
リスキー分解の研究の延長上に非自明な偏極自己射を持つ射影曲面の研究があった。またアバ
ンダンス予想の研究として解析的手法を用いて松村の単射性定理の応用としてある拡張定理を
示し、非消滅性を仮定した場合のアバンダンス予想について肯定的な結果を得た。正標数の極
小モデル理論の応用として、幾何学的手法により正標数の基礎体上定義された対数的ファノ多
様体の有理鎖連結正について調べた。さらに Witt コホモロジーの有理特異点版について極小モ
デル理論を用いて研究した。局所大域対応の観点から F-正則曲面, 非自明な偏極自己射を持つ
射影曲面の研究の研究を行った。局所大域対応というのは, 大域的理論から局所理論を抽出す
るのに射影多様体の錐を考え、局所理論から大域理論を抽出するのには極小モデル理論などの
技術を用い、低い次元の射影多様体(大域的幾何構造)を抽出するという哲学の下の理論である。 
 
４．研究成果 
高木俊輔氏との共同研究で 2次元の Smith—Schwede 予想を解決した（論文[4]）。すなわち正標
数還元の下で大域的 F-正則とファノ型性がの同値性、および大域的 F分裂性型ならば対数的カ
ラビ・ヤウ構造をもつことを曲面の場合に証明した。中村勇哉氏と田中公氏との共同研究で標
数７以上の場合の特異点付き 3次元ファノ多様体の有理点公式の確立した(論文[6])。これを示
すにあたり標数が７以上の場合に、３次元川又対数的端末特異点をもつ対数的ファノ多様体が



有理鎖連結であること(論文[2])、および３次元川又対数的端末特異点が Witt 有理的であるこ
とを証明した。高木俊輔氏と共同研究で大域的 F正則多様体上の消滅定理および単射性定理を
発展させた（論文[7]）。Paolo Cascini 氏と Karl Schwede 氏と共同で局所 F-正則曲面が十分標
数 pが大きいとき KLT 曲面であることを示した(論文[1])。松村慎一氏とアバンダンス予想に大
きく関わる拡張定理を確立した(論文[3])。この論文によってアバンダンス予想の切断の拡張部
分をルロン数が消えるような特異計量の存在性または構成に問題が帰着された。Amael 
Broustet 氏と共同研究で非自明な偏極自己準同型をもつ多様体のカラビ・ヤウ構造についての
研究結果として、曲面の場合と森ドリーム空間の場合のその問題を解決した(論文[5]). 
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