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研究成果の概要（和文）：当研究課題の主な目的は、代数体の分岐条件付ガロア群の岩澤理論的な構造および不
変量を、数論的トポロジーの視点から解明することにより、岩澤理論の発展に貢献することであった。その成果
として、分岐条件付副p拡大のガロア群の非可換構造を、様々な状況で記述した。特に、p上分岐が円分的に制限
された分岐条件の下で、そのガロア群を絡み目群の類似として記述するとともに、その非可換構造から岩澤理論
的な不変量も計算した。

研究成果の概要（英文）：The main purpose of this research is a contribution to Iwasawa theory from a
 view point of arithmetic topology. The main objects are the structural invariants of Galois groups 
of number fields with restricted ramification. This research provided various description of the 
nonabelian structure of pro-p Galois groups. In particular when the ramification at p is restricted 
cyclotomically, some invariants in Iwasawa theory were computed from the nonabelian structure of the
 Galois groups which are described as analogues of link groups. 

研究分野：代数的整数論
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１．研究開始当初の背景 
 
高次の代数体における素因数分解の複雑さ
を表す「イデアル類群」は、代数的整数論の
主要研究対象である。そのイデアル類群の p-
シロー部分群は、不分岐副 pガロア群のアー
ベル商と同一視される。岩澤理論では、これ
らの研究が「Zp拡大」の上で展開されるが、
特に「総実 Zp拡大上の不分岐副 pガロア群の
アーベル商（不分岐岩澤加群）は有限」と主
張する Greenberg 予想は、現在でも重要な未
解決問題の一つとして残っている。Ozaki の
理論に代表される「非アーベル岩澤理論」の
研究においても、Zp拡大上の不分岐副 pガロ
ア群は馴分岐副pガロア群の部分商として捉
えられ、それらの非可換構造の記述が追求さ
れてきたが、そこでの困難も Greenberg 予想
に起因することが多い。その困難の回避策
（Greenberg 予想への新たなアプローチ）の
模索として、数論的トポロジー（素数と結び
目の類似性、特に Morishita の理論）に着目
するに至った。 
 
２．研究の目的 
 
そこで当研究課題では、 
・ 分岐条件付副 p ガロア群と絡み目群と
の類似性 
・ 岩澤多項式と Alexander 多項式との類
似性 

を非アーベル岩澤理論として追求、発展させ
ることを目的として研究を行った。その目的
を達成するためには、分岐条件付副 pガロア
拡大に Zp拡大を含めなければならないため、
p での分岐を認めた分岐条件を考えることに
なる。一方、pでの分岐を無条件に認めると、
分解群とペリフェラル群との類似性が弱ま
るため、十分に類似性を追求することが難し
い。そこで特に、代数体 kの円分 Zp拡大 K上
の馴分岐副 p拡大 Lに対して、その k上のガ
ロア群 Gal(L/k)を絡み目群の類似として設
定し、その非可換構造を数論的不変量により
記述することを主目標とした。さらにそれを
応用して、岩澤多項式を Alexander 多項式の
ように計算、考察することも目標とした。 
 
３．研究の方法 
 
主に以下の研究手法を取り入れるために、文
献精読や数値実験、研究出張等を行った。 
 
(1) 非可換岩澤理論 
 
目標のガロア群Gal(L/k)が含むp進Lie拡大
の特徴（特に非可換岩澤主予想）を手がかり
に、その非可換構造を広く記述することがで
きるのではないかと期待した。そこで、非可
換岩澤理論の勉強会（整数論サマースクー
ル）を共同開催し、問題意識を広く共有する
とともに、数論的トポロジーも含む、広い視

点からの研究協力を得ることができた。 
 
(2) 馴分岐副 p拡大の理論 
 
絡み目群との類似性が強い馴分岐副pガロア
群については、その非可換構造の記述が比較
的進んでいる。岩澤理論的なガロア群
Gal(L/k)に対しても応用できることを期待
して、その手法（Boston-LeedhamGreen によ
る O'Brien の p 群生成アルゴリズムの応用、
Labute,Schmidt による副 p 群の mild 性判定
法）を取り入れた。そのために、計算機上で
群論計算ソフトウェアの GAP を用いた。 
 
(3) ガロア群の副 p群表示 
 
Shafarevich の理論に基づいて、ガロア群
Gal(L/k)の副 p群としての生成元と関係式の
個数の公式が Salle により与えられ、
Blondeau-Lebacque-Maire により整理されて
いる。Gal(L/k)においては、p 上の分解群も
ペリフェラル群に強く類似することに着眼
し、Salle らの理論を、Koch,Morishita の理
論に基づいて精密化した。 
 
(4) 岩澤多項式の近似計算 
 
絡み目群の群表示からAlexander多項式が計
算されるように、ガロア群 Gal(L/k)の副 p群
表示から岩澤多項式が計算できることは、
Morishita の理論の中でも知られていた。そ
の計算は副 p Fox 微分に基づいているため、
その手法を取り入れ、関係式の副 p近似と岩
澤多項式の近似計算との近似精度を比較し
た。また、数論ソフトウェアの PARI/GP を用
いて、Alexander 多項式との類似性に関する
数値実験も行った。 
 
４．研究成果 
 
(1) 実馴分岐副 2拡大のガロア群 
 
ガロア群 Gal(L/k)の群表示の記述に先駆け
て、絡み目群に類似するガロア群の関係式が
（できれば分岐素点のモノドロミーを生成
元として）完全に記述される具体例を得たか
った。そこで上記３(2)の手法を応用し、有
理数体 Qの最大 S外不分岐副 2拡大のガロア
群の群表示が完全に記述される素数の3元集
合 Sの大きな族を与えた。そのガロア群の交
換子群列の長さは 3であり、抽象群としても
2つの生成元と2本の関係式で群表示される。
そのような馴分岐副2ガロア群の例としては
（生成元がモノドロミーかどうかは不明だ
が）初めての例と思われる。これらの成果は、
５雑誌論文③で発表している。 
 
(2) 基本 Z2拡大上の馴分岐副 2ガロア群 
 
非可換構造が最も簡単な場合として、



Gal(L/k) の 閉 部 分 群 Gal(L/K) が 副
metacyclic になる状況を考察し、p=2, k=Q
での完全な分類表を完成させた。この状況で
は、Gal(L/k)自身が 2進 Lie 群であり、関係
式が完全に記述される例や、コホモロジー次
元が有限のものも無限のものも現れる。また、
不分岐岩澤加群を Gal(L/K)の商として捉え
ることにより、Greenberg 予想が肯定的な（か
つ Q上非可換ガロアな）代数体の新しい例も
導いている。さらに、この分類の整理の過程
で、馴分岐副 2 ガロア群の副 metacyclic 性
の一般的な判定基準も得ている。これらの成
果は、５雑誌論文②で発表している。 
 
(3) 代数体の副 p "絡み目群" 
 
上記３(3)の手法に基づいて、絡み目群の
Milnor 群表示の類似として、ガロア群
Gal(L/k)の Koch 型群表示を（k=Q などの基本
的な場合に）与えた。これにより、仮定が冪
剰余で記述される岩澤理論の種々の定理を、
数論的トポロジーの言葉に翻訳する（もしく
は、別証明を与える）ことができると期待さ
れる。また、Gal(L/K)を主対象とする非アー
ベル岩澤理論を、数論的トポロジーの視点か
ら自然に捉えることもできるようになる。具
体的な応用として、Gal(L/k)が mild 副 p 群
（特にコホモロジー次元が 2）となる分岐条
件（素数の"circular sets"）も導かれる。
さらに、Fröhlich,Koch のアイデアを介して、
p=2 での結果と上記３(4)の手法を結びつけ、
具体的な岩澤多項式の近似計算に応用した。
特に、2 が惰性する虚 2 次体の 2 次の岩澤多
項式を（1 次の係数は 4 を、定数項は 8 を法
として）冪剰余記号で記述した。これらの成
果をまとめた下記の論文は、現在、学術雑誌
に投稿中である。 
 
Yasushi Mizusawa, On pro-p link groups of 
number fields, preprint. 
https://arxiv.org/abs/1707.00113 
 
この研究過程で得た知見は、５雑誌論文①の
共同研究でも活用することができた。 
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