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研究成果の概要（和文）：グラフ上の離散ラプラシアンのスペクトルは、物質中を運動する自由粒子のエネルギ
ーを表し、ボース・アインシュタイン凝縮（BEC）は巨視的数の粒子が最低エネルギーの状態に落ち込む現象で
ある。この場合、グラフは物質の構造を表す。本研究では、無限グラフ上のラプラシアンのスペクトルとグラフ
の形状の関係を明らかにし、BECが起きるようなグラフの例を構成した。副産物として、ラプラシアンに相互作
用項を加えた離散ラプラシアンやランダムウォークの量子版である量子ウォークのスペクトルの構造も明らかに
なった。特に、量子ウォークの長時間極限分布を与える弱収束定理も証明した。

研究成果の概要（英文）：The spectrum of the discrete Lalacian on a graph describes the energy of a 
free particle moving in a substance and the Bose-Einstein condensation is a phenomenon that a 
macroscopic number of particles occupy the lowest energy state. In this case, the graph represents 
the structure of the substance. In this study, we have clarified the relation between the spectra of
 the Laplacians on infinite graphs and the shapes of the graphs. We have also given examples of 
graphs where BEC occurs. As  by-products, we have revealed the structure of the discrete 
Schroedinger operator consisting of the Laplacian and an interaction term and that of a quantum 
walk, which is a quantum mechanical counterpart of a random walk. Moreover, we have proved the weak 
limit theorem, which gives the long-time limit distribution of the quantum walk.       

研究分野：数理物理
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１．研究開始当初の背景 
 
 物質中を運動する自由粒子のエネルギー
は、グラフ上の（離散）ラプラシアンのスペ
クトルによって記述される。この場合、グラ
フが、物質の構造を表す。たとえば、六角格
子状に並んだ炭素原子からなるグラフェン
とそれに水素を付加して得られるグラファ
ンでは電気伝導性が異なるように、化学修飾
された物質は、化学修飾する前後で物性が変
化する。このことは、ラプラシアンのスペク
トルの性質が化学修飾によるグラフの摂動
によって変化することからある程度説明で
きる。このようなグラフの摂動とスペクトル
の変化の関係に関する研究は、応用上重要な
物質の化学修飾を説明するような無限グラ
フの場合には、これまで体系的になされてい
なかった。このような研究が困難な点の一つ
は、摂動前のラプラシアンが作用するヒルベ
ルト空間と摂動後のラプラシアンが作用す
るヒルベルト空間が異なるところにある。 
 
２．研究の目的 
 
 本研究では、化学修飾に対応するグラフの
摂動の中でも、水素を付加することに対応す
る、ペンダント頂点の付加による無限グラフ
の摂動を考えた。このような摂動を行うとき、 
その付加する数や配置によって、ラプラシア
ンのスペクトルがどのように変化するかを
研究した。また、スペクトルの変化が、粒子
の集団的振る舞いにどのような影響を及ぼ
すかをみるために、ボース・アインシュタイ
ン凝縮が起きるようなグラフの摂動につい
ても研究をおこなった。 
 
３．研究の方法 
 
 本研究では、スペクトルの変化を見るため
に、スペクトルギャップや固有値の有無など
に着目した。また、ペンダント頂点の付加に
よる摂動後のラプラシアンを、Feshbach 写像
などの作用素の変換を用いて、摂動前のラプ
ラシアンが作用するヒルベルト空間上の作
用素に変換して、異なる 2つのヒルベルト空
間で働く作用素を同一の空間で比較する理
論を構築した。 
 
４．研究成果 
 
 Feshbach 写像を用いることで、摂動後のラ
プラシアンを、摂動前のラプラシアンが作用
する空間上の離散シュレーディンガー作用
素に書き換え、その言葉で摂動後のラプラシ
アンのスペクトルギャップや固有値の有無
を表現することができた。この場合、離散シ
ュレーディンガー作用素のポテンシャルは、
各点に付加されたペンダント頂点の数に対
応する。 
 

このようなスペクトルの結果を利用して、
BEC が起きるような無限グラフの例を構成し
た。より詳しくは、d次元正方格子に対して、
d-1 次元以下のペンダント頂点を付加するよ
うな摂動では、臨界密度が有限値をとること
を示した。また、このような摂動では隠され
たスペクトル（hidden spectrum）の存在を
示し、状態密度を計算した。さらに、BEC 状
態を構成するために、一般化されたペロン・
フロベニウス固有関数を構成したが、BEC 状
態の構成は研究半ばである。 
 
一方、異なる空間で働く作用素の研究によ
って、重要な副産物を得ることができた。そ
れは、量子ウォークの時間発展を表すユニタ
リ作用素のスペクトルがラプラシアンや離
散シュレーディンガーの言葉で表現できる
ような、作用素の変換を発見したことである。
より詳しくいうと、量子ウォークの時間発展
のスペクトルは、ラプラシアンや離散シュレ
ーディンガーのスペクトルのジューコフス
キー変換の逆変換で与えられる。以上により、 
 
Feshbach 変換など： 
ペンダント頂点をもつラプラシアン 
⇔ 離散シュレーディンガー 
 
ジューコフスキー変換： 
量子ウォークの時間発展 
⇔ ラプラシアンや離散シュレーディンガー 
 
のようなスペクトルの対応関係を導くこと
ができた。 
 
さらに、2 つ目の関係を応用して、量子ウ
ォークのスペクトルやその長時間極限分布
を与える弱収束定理の証明も行った。 
 
スペクトルについては、スペクトルの形状
の同定や、スペクトルの性質、特に特異連続
スペクトルの非存在やスペクトルの絶対連
続性、固有値の存在、非存在定理などである。 
特筆すべき点として、これまで解析が困難だ
った、高次元の量子ウォークや、結晶格子以
外の周期性をもたないような無限グラフ上
の量子ウォークなどのスペクトルが計算で
きるようになったことが挙げられる。 
 
弱収束定理については、1 次元量子ウォー
クに対して、短距離型を呼ばれる条件を考え、
そのような仮定の下で散乱理論を構築し、散
乱理論を用いて弱収束定理が示した。また、
弱極限分布の表現公式を導き、スペクトルの
性質と量子ウォーカーの長時間挙動の関係
を明らかにした。さらに、これらの議論を非
等方的な場合や高次元の場合などに拡張し
た。同様の議論が非線形量子ウォークと呼ば
れるモデルでも適用可能であることを示し、
そのようなモデルの散乱理論や弱収束定理
も証明した。非線形量子ウォークの数学的な



研究としては、これが最初のものであろう。 
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