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研究成果の概要（和文）：ペタフロップスを超える性能を持つ大規模並列環境における数値計算アルゴリズムとして，
高速フーリエ変換（FFT），GPUによる4倍・8倍精度BLAS，GPUによる3倍・4倍精度浮動小数点演算，GPUにおける疎行列
ベクトル積，CPU+GPU環境上で動作する実対称固有値ソルバ，GPU環境下での固有値ソルバ開発と既存ソルバとの性能評
価，第3世代NVIDIA GPUを用いた高性能固有値ソルバの開発，Block Krylovアルゴリズムによる連立一次方程式の求解
高速化，そしてBlock Krylov部分空間反復法の精度向上について研究を行うと共に，性能チューニング手法について検
討した。

研究成果の概要（英文）：Research was conducted on the use of large-scale parallel environments, whose 
performance exceeded 10 petaflops, for numerical computation algorithms. These included the fast Fourier 
transform (FFT), quadruple- and octuple-precision basic linear algebra subprograms (BLAS) on graphics 
processing units (GPUs), triple- and quadruple-precision floating point operations on GPUs, sparse 
matrix-vector multiplication on GPUs, and a real symmetric eigenvalue solver operating in a CPU + GPU 
environment. An evaluation was also carried out of the performance of a newly developed eigenvalue solver 
and an existing solver in a GPU environment, a high-performance eigenvalue solver employing 
third-generation NVIDIA GPUs, solution acceleration of simultaneous linear algebraic equations using the 
Block Krylov algorithm, accuracy improvement of Block Krylov partial space iterative methods, and 
performance-tuning methods.
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１．研究開始当初の背景 
(1) 2010 年 3 月の時点で，1PFlops を超える
理論ピーク性能を持つスーパーコンピュー
タが 5システム出現していた。次世代，次々
世代のスーパーコンピュータとしては，マル
チコア CPUに加えて GPUなどのアクセラレー
タを搭載した計算ノードを数千～数万台以
上接続したものが主流になることが予想さ
れていた。 
 
(2) このようなマルチコア CPU（＋マルチ
GPU）から構成されるスーパーコンピュータ
においては，プロセッサコア数の増加や演算
性能あたりのメモリバンド幅の不足などに
より，高い実行効率を得ることが困難になり
つつあった。 
 
(3) したがって，今後計算科学においてグラ
ンドチャレンジを行うためには，これまでに
提案されてきた並列数値計算アルゴリズム
や性能チューニング手法を用いるだけでは
不十分であることが予想された。 
 
２．研究の目的 
(1) 本研究の目的としては，ペタフロップス
を超える性能を持つ次世代のスーパーコン
ピュータに向けた数値計算アルゴリズムや
性能チューニング手法について研究を行う
ことである。 
 
(2) これまでの研究成果を十分に活用し，研
究期間内に以下の点について明らかにする。 
・ペタスケール計算環境に向けた並列数値計
算アルゴリズムを実現する。 
・現在利用可能なマルチコア超並列クラスタ
およびGPUクラスタにおいて性能評価を行い，
提案する並列数値計算アルゴリズムの高速
性を実証する。 
・これらの結果より，ペタスケールおよびエ
クサスケール計算環境に適したアルゴリズ
ムおよび最適化手法についての知見を得る。 
 
３．研究の方法 
(1) 高速フーリエ変換，固有値計算，疎行列
連立一次方程式の反復解法について，ペタフ
ロップス級の次世代スーパーコンピュータ
に向けた数値計算ライブラリおよび数理ア
ルゴリズムについて研究を行う。 
 
(2) これらの研究においては，本計画班内だ
けではなく領域内の計算物質科学の研究者
と連携し，実アプリケーションプログラムを
マルチコア大規模並列コンピュータで実行
した場合に，性能向上の妨げになる部分を見
いだし，新たなアルゴリズムや性能チューニ
ング手法の構築を行う。 
 
(3) さらに，アクセラレータ（GPU）向けの
性能チューニング手法についても検討する。 
 

４．研究成果 
(1) Intel AVX 命令を用いた並列二次元 FFT
の実現と評価 
 浮動小数点演算をより高速に処理するた
めに，最近のプロセッサでは Intel Xeon の
SSE，SSE2，SSE3，SSSE3，SSE4，AVX や Motorola 
PowerPC の AltiVec，そして Fujitsu SPARC64 
Viiifx の HPC-ACE など，Short Vector SIMD
命令を搭載しているものが多い。 
 しかし，これらの Short Vector SIMD 命令
を使ったとしても，最近のプロセッサのデー
タ供給能力は，キャッシュに頼っているのが
現状であり，メモリアクセスの最適化もあわ
せて行う必要がある。 
 そこで，AVX 命令を用いて FFT カーネル部
分の性能を向上させるとともに，ブロック二
次元 FFT アルゴリズムを用いることで，デー
タがキャッシュに収まらない場合にも高い
性能を維持する FFTライブラリ FFTを実装し
た。 
以下の図に Intel Xeon E5-2670（Sandy 

Bridge-EP 2.6 GHz，20 MB L3 cache，2 CPUs，
16 cores，128 GB DDR3-SDRAM）における並
列二次元 FFT の性能を示す。FFTW に比べて
FFTE が高い性能を示していることが分かる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
(2) GPU による 3倍・4倍精度 BLAS 
 GPU による 4倍精度 BLAS を実現し，NVIDIA 
Tesla C2050において性能評価を行った結果，
Intel Core i7 920 での同一処理と比べ，4
倍精度 AXPY が約 9.5 倍，8 倍精度 AXPY が約
19 倍高速化された。さらに，3倍精度数を倍
精 度 数 と 単 精 度 数 に 分 け て 格 納 す る
Double+Single 型 3 倍精度型（D+S 型）およ
び D+S 型 3 倍精度演算（D+S 型演算）を提案
し，GPU により 3倍精度の BLAS ルーチンを実
装して，その性能を Tesla C2050 で評価した。
その結果，Tesla C2050 では 3倍精度 AXPY が
CUBLASの倍精度AXPYの約1.57倍の実行時間，
3倍精度GEMVが倍精度GEMVの約1.69倍の実
行時間となり，それぞれ 4倍精度ルーチンよ
りも高速な性能を示した。 
 
(3) GPU における格納形式自動選択による疎

行列ベクトル積の高速化 
 科学技術計算に用いられる連立一次方程
式では，疎行列を対象とするものが多い。こ
の場合，反復法により解を求めることになり，
疎行列ベクトル積が何度も呼び出されるこ



とになるため，この疎行列ベクトル積の高速
化が求められる。疎行列の格納形式には様々
なものが提案されているが，対象となる疎行
列によって各格納形式での疎行列ベクトル
積の性能に差が生じる。疎行列ベクトル積は
演算量よりもメモリアクセス量が多い演算
であるため，GPU の性能を発揮させるために
は最適な格納形式を選択することが重要で
ある。 
 そこで本研究では，疎行列の格納形式を自
動選択することで疎行列ベクトル積の高速
化を行った。NVIDIA Tesla C2050 による性能
評価の結果，今回用いた疎行列のうち多くの
疎行列において最適な格納形式を選択し，
CRS形式のままでCUSPARSEを用いて実行する
場合と同等，またはそれよりも高速であるこ
とが分かった。また，特に反復回数が少ない
時でも本研究で提案した自動選択が有効で
あることが分かった。 
 
(4) SYMV kernel on ASPEN-K2 
GPU-CUDA 版固有値ソルバ Eigen-sg を開発

した。Eigen-sg の計算で最も負荷の高い部分
はハウスホルダー三重対角化であり，さらに
その詳細分析を進めると対称行列ベクトル
積操作ということが明らかになる。GPU 上の
BLAS を CUDA-BLAS で置き換えた最も簡単な
GPGPU 化がこれまでの実装であった。また，
独自の性能改善を行った ASPEN.K2 を取り込
むことにより性能向上を進めてきたが，行列
ベクトル積 SYMV に対して独自の実装方式で
ある atomic アルゴリズムと L+U アルゴリズ
ムを併用した実装方式を提案した。著名な
GPGPU 数値計算ソフトウェアである MAGMA と
比較して 1.3から 1.5倍の高速化を達成して
いる。 
 
(5) Block Krylov 部分空間反復法の精度向

上 
 複数の右辺ベクトルをもつ連立一次方程
式の数値解法として，Block Krylov 部分空間
反復法がある。Block Krylov 部分空間反復法
の反復過程において，残差のノルムが激しく
振動する場合は精度劣化が生じ，近似解が目
的精度まで到達しないことがある。双共役残
差型アプローチに基づく反復解法である
Block BiCR 法は，Block BiCG 法と比較して
残差ノルムの履歴が滑らかになる傾向にあ
る。Block BiCR 法では，係数行列に関する行
列積の回数を減少させるため，行列積を漸化
式によって求める箇所が存在する。この漸化
式計算が近似解の精度に影響し，Block BiCR
法で得られる近似解の精度が劣化すること
がある。 
 本研究では，Block BiCR 法で生成される近
似解の精度向上を目指し，同法の修正版を構
築した。真の相対残差が小さい場合は，高精
度の近似解が得られていることを示す。修正
Block BiCR 法を用いることで，残差ノルムの
振動を抑えることができ，かつ他の解法より

も高精度の近似解を得ることができた。 
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