
東京大学・大学院数理科学研究科・教授

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１２６０１

基盤研究(A)（一般）

2019～2015

p進perverse層と基本群のp進表現の研究

Study on p-adic perverse sheaves and p-adic representations of fundamental 
groups

４０２５２５３０研究者番号：

辻　雄（TSUJI, Takeshi）

研究期間：

１５Ｈ０２０５０

年 月 日現在  ３   ５ ２４

円    17,100,000

研究成果の概要（和文）：p進perverse層のp進Hodge理論，p進Simpson対応, Lubin-Tate拡大の局所岩澤理論お
よび，整p進Hodge理論について研究した．単純正規交叉因子にstratficationを持つ p進perverse層についての
比較定理，局所p進Simpson対応の数論的基本群の表現での類似，Lubin-Tate拡大の局所岩澤理論における多変数
明示的相互法則の予想（表現についての条件つき）の定式化，Bhatt-Morrow-Scholzeの整p進Hodge理論の係数理
論としての相対Breuil-Kisin-Fargues加群の理論の構築などの結果を得た．

研究成果の概要（英文）：We studied p-adic Hodge theory for p-adic perverse sheaves，p-adic Simpson 
correspondence, local Iwasawa theory for Lubin-Tate extensions, and integral p-adic Hodge theory. We
 obtained a comparison theorem for p-adic perverse sheaves with the stratification along a simple 
normal crossing divisor, an analogue of local p-adic correspondence for arithmetic fundamental 
group, and a formulation of a conjecture on multivariable explicit reciprocity law in local Iwasawa 
theory for Lubin-Tate extensions (under certain restrictions on Galois representations). We also 
developed a theory of relative Breuil-Kisin-Fargues modules as coefficients of the integral p-adic 
Hodge theory of Bhatt-Morrow-Scholze.

研究分野：数論幾何学

キーワード： p進Hodge理論　p進Simpson対応　p進表現　整p進Hodge理論　(φ,Γ)加群

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
数体上の代数多様体のエタールコホモロジーとして得られるガロア表現は，数論幾何学の研究における基本的な
道具の一つである．p進Hodge理論は，微分形式や微分方程式を足がかりとして，このガロア表現から数論的情報
を取り出す有効な手段を与えている．本研究では，このp進Hodge理論の適用範囲を拡大（局所系からperverse層
へ，円分拡大からLubin-Tate拡大へ）あるいは精密化（有理係数から整係数へ）する成果を得た．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
(1) p進 perverse層の p進Hodge理論 
2014 年度までの研究により，p 進体上の良い還元をもつ固有非特異代数多様体上の単純正規交
叉因子に伴う stratification についての crystalline エタール p進 perverse 層の理論とコホ
モロジーの比較を stratum 上の log p 進局所系へ帰着する方法が与えられ，コホモロジーの比
較定理の証明に向けて最後のステップが残されるのみとなっていた． 
 
(2) 局所 p進 Simpson対応 
p進 Simpson対応は，Faltingsの 2005年の短い論文（16ページ）でその定式化が与えられた．
Ahmed Abbes氏，Michel Gros氏と研究代表者により，それぞれ独自の新しい手法を導入しつ
つ．理論の基礎づけがなされた（この結果は 2016 年に本として出版された．）また有理局所 p
進 Simpson対応における small 一般化表現から small Higgs束の構成について，Faltingsの論
文の構成にはギャップがあることが Abbes-Grosにより指摘されていた．半安定還元をもつ環の
場合に，研究代表者が Sen の理論を用いる異なるアプローチによりこの構成を与えた．p 進
Simpson 対応は有理係数でも整係数でも成り立つが，整係数では素朴なコホモロジーの比較は
成り立たず，コホモロジーの比較は有理係数のみでなされていた． 
 
(3) Lubin-Tate 拡大の多変数局所岩澤理論 
円分拡大の(φ，Γ)加群を用いた局所岩澤理論は Cherbonnier-Colmez による過収束性定理をそ
の基礎として確立された．この Lubin-Tate 拡大での類似については Kisin-Ren, L.Berger, 
P.Colmez などによる研究があった．Lubin-Tate 拡大ではガロア群の階数が 1より大きくなるこ
とに伴って，多変数の理論が構築されることが望ましい．しかしながら，局所岩澤理論の基本定
理といえる明示的相互法則の多変数版は，自明な表現な場合の研究代表者の 2004 年の論文以降
進展がなかった．一方 2010 年代に入ってから，Berger による多変数 Lubin-Tate(φ，Γ)加群の
理論や，Berger-Fourquaux による F 解析的表現の過収束性の証明や１変数明示的相互法則の一
定式化とその証明などの進展が見られた． 
 
(4) 整 p 進 Hodge 理論 
良い還元をもつ代数多様体の整 p 進エタールコホモロジーを de Rham コホモロジー，クリスタ
リンコホモロジーを用いて捉える方法として，p進体の絶対ガロア群や p進体上の代数多様体の
基本群の Zp表現についての Fontaine-Laffaille 理論およびその相対版（Faltings の理論）が知
られていた．これは de Rham コホモロジーの Hodge filtration の長さが素数 pより小さい場合
にのみ適用できる理論であった．一方，Hodge filtration の長さの制限なしで，整 p進エター
ルコホモロジーとして現れる絶対ガロア群の表現の構造を調べる方法として，Breuil-Kisin 加
群や Fargues 加群の理論が知られていたが，これらの加群のコホモロジー的構成は与えられて
いなかった．また基本群の表現についての Breuil-Kisin 加群や Fargues 加群の理論（相対版）
の研究はなかった． 
 
２．研究の目的 
本研究では，係数が局所系でない場合や代数多様体の還元が半安定より悪い場合，コホモロジー
の次数が素数 pより大きい場合の整 p進エタール・コホモロジーなど，p進 Hodge理論が十分
には確立していない領域で，理論の拡充を目指す. 定数係数の場合，コホモロジーの次数が素数
pより大きい場合の p進 Hodge理論について，最近 Bhatt-Morrow-Scholzeによる Ainfコホモ
ロジーを用いた画期的な進展がみられた. 同理論の係数付きコホモロジーへの一般化を目指す. 
またこの係数理論と従来の crystalline p進エタール局所系， p進 Simpson対応や，標数 pに
おける Simpson対応の類似との関係について研究する.  
 
３．研究の方法 
(1) p進 pervere層の p進Hodge理論 
2014 年度までの研究により，p 進体上の良い還元をもつ固有非特異代数多様体上の単純正規交
叉因子に伴うstratificationについてのcrystalline エタールp進perverse層とfiltration , 
Frobenius 付き数論的 D 加群の理論，およびそれらのコホモロジーの stratum 上の log 局所系，
log クリスタル（「nearby cycles 系」）を用いた記述を得ていた． これらを用いてコホモロジー
の比較定理を示す．log 構造付きの stratum(log smooth ではない）でのコホモロジーの比較に
帰着する． 
(2) 局所 p進 Simpson対応 
2014 年度までの研究により，半安定還元を持つ環に対する有理局所 p 進 Simpson 対応（を完
成させていた（1(2)参照）．この証明は，半安定還元の場合 log座標と log構造の関係が具体的に
かけることに依存していた．log smoothな環へ一般化するには，log座標と log構造を定めるモ
ノイドの整構造のずれを具体的記述によらずにコントロールする手段を見出すことが鍵となる．
small 一般化表現に対応する Higgs 束の構成は，幾何的基本群の一般化表現についての Sen の
理論（smoothな環の場合は Brinon-Andreattaの先行研究あり）が鍵となっていた．従って数
論的基本群の一般化表現について p進 Simpson対応の類似の研究においても，Senの理論の構



築が Higgs 束構成の鍵となる．Sen の理論用いて構成した対応が log 座標に依存しないことも
示す必要がある．これについては 2014年度までの研究で確立した周期環を用いる手法の類似を
構築する．整局所 p 進 Simpson 対応におけるコホモロジーの比較の研究は， Bhatt-Morrow-
Scholzeの Ainfコホモロジー論で鍵となった「ずらし操作」をガロアコホモロジーに施すという
Morrow 氏のアイデアに基づく．座標に依存した同型の構成は容易である．p 進 Simpson 対応
の構成で導入した周期環を用いることにより，座標によらない別の構成法を与える点が核心で
ある． 
(3) Lubin-Tate 拡大の多変数局所岩澤理論 
Lubin-Tate(φ，Γ）加群を「Lubin-Tate 形式群の法 p還元の普遍変形空間」へ持ち上げるとい
う Laurent Berger 氏のアイデアを出発点とする．この持ち上げを用いて，p進ガロア表現の多
変数局所岩澤理論研究の新たな枠組みを構築するためには，p進ガロア表現の岩澤加群をこの持
ち上げを用いて記述する必要がある．自明な表現の場合の研究代表者の過去の研究では普遍変
形空間上での de Rham cohomology が用いられていた．Lubin-Tate(φ,Γ)加群の持ち上げも自
然な可積分接続をもつため，その de Rham cohomology を用いて岩澤加群を捉えるのが基本的な
アイデアである．この研究の一つの目標である多変数明示的相互法則の定式化のためには，
Lubin-Tate(φ，Γ)加群の持ち上げについての付加的性質（過収束性や高さ有限性）も必要とな
る．F解析的クリスタリン p進表現については，対応する Lubin-Tate(φ，Γ)加群の高さ有限性
（Wach 加群の存在）が知られている．その普遍変形空間への持ち上げを(4)で用いた手法を用い
て構成する．Laurent Berger 氏と議論する機会を持つことにより，円分(φ，Γ)加群の明示的
相互法則や Lubin-Tate(φ，Γ)加群の（別の手法による）多変数化などの研究に関する Laurent 
Berger 氏の専門知識と，crystalline コホモロジー，サントミックミックコホモロジーからのア
プローチについての研究代表者の知識を融合させる． 
(4) 整 p進 Hodge 理論の係数理論 
本研究の開始後，Bhatt-Morrow-Scholze が Ainfコホモロジーとよばれる新しいコホモロジ論を
導入し，コホモロジーの次数の条件なしで整 p 進エタールコホモロジーを de Rham コホモロジ
ー，クリスタリンコホモロジーと結びけることに成功した．次数が p より小さい場合には，
Faltings による係数理論（相対 Fontaine-Laffaille 理論）が知られていた．BMS の理論は定数
係数の理論である．Faltings による係数理論が BMS の新しい枠組みでどのように捉えられるか
を調べることにより，BMS の係数理論の定式化の可能性を探る．Faltings の整 p 進 Hodge 理論
では Acrys係数の一般化表現が現れており，一方 BMS 理論の Ainfコホモロジーは proetale site 上
の層 Ainf（一般化表現の係数環とみることができる）のコホモロジーから構成されている．絶対
ガロア群の p進表現論における filtered φ加群から Wach 加群の構成の相対版を考えることに
より，上述の Acrys係数の一般化表現から Ainf係数の一般化表現を構成する．このようにして得ら
れた Ainf係数の一般化表現の性質や q接続・接続・基本群の Zp表現との関係を足がかりとして，
Ainfコホモロジーの係数理論の適切な定式化を見出す．研究には，Ainfコホモロジー論で用いら
れた Scholze の proetale site に関する専門的知識は欠かせず，同コホモロジーの創始者の 1人
である Matthew Morrow 氏と共同で研究を行う． 
 
 
４．研究成果 
(1) p 進 perverse 層の p進 Hodge 理論 
2014 年度までの研究により，p 進体上の良い還元をもつ固有非特異代数多様体上の単純正規交
叉因子に伴う stratification についての crystalline エタール p進 perverse 層とそれに伴う
filtration，Frobenius 付き数論的 D加群の理論，およびこれらのコホモロジーの stratum 上の
log エタール p進局所系，filtered F-isocrystal（[nearby cycles 系」）を用いた記述が得られ
ていた．これらの理論を総合することにより，crystalline p 進エタール perverse 層とそれに
伴う filtration，Frobenius 付き数論的 D加群のコホモロジーの比較定理の証明を完成した．こ
れは p進局所系についての Faltings の定理（crystalline 予想）の一般化となっている． 
 
(2) 局所 p進 Simpson 対応 
① 2014 年度までの研究により，半安定還元を持つ環に対する有理局所 p進 Simpson 対応が完成
していた．この半安定還元の条件を log smooth に緩めても対応が成り立つことを示した．半安
定還元という性質は一般にファイバー積で保たれないため，ファイバー積で保たれるlog smooth
な環への一般化は応用上重要である． 
② p 進 Simpson 対応は幾何的基本群の一般化表現と Higgs 束の対応に関する理論である．p 進
体の絶対ガロア群の情報も含む数論的基本群の一般化表現について有理局所 p 進 Simpson 対応
の類似を研究した．従来の幾何的基本群の理論ではすべての表現は扱えなかったが，数論的基本
群の場合には，すべての一般化表現が，円分拡大のガロア群の作用をもつ冪零 Higgs 束のなす圏
と圏同値になることを証明した．これは数論的基本群の p進表現に関する R.Liu, X.Zhu の類似
の研究に触発された研究である． 
③ 整 p進 Simpson 対応では，整一般化表現と整 Higgs 束が（各対象が small であるという条件
のもとで）対応するが，これらのコホモロジーの整構造を保つ比較はなされていなかった．整 p
進 Hodge 理論の係数理論の Morrow 氏との共同研究（項目(4)参照）において，整局所 p進 Simpson



対応においては，ガロアコホモロジーに BMS の「ずらし操作」を施すことにより，整構造を保つ
自然な比較同型が存在することが明らかになった．この同型の大域化は一般には成り立たず，そ
の障害の解明が今後の課題である． 
 
(3) Lubin-Tate 拡大の多変数局所岩澤理論(Laurent Berger 氏との共同研究） 
① Lubin-Tate（φ，Γ）加群が Lubin-Tate 形式群の法 p還元の普遍変形空間への自然な持ち上
げをもつことを示した．Lubin-Tate（φ，Γ）加群に伴う p 進ガロア表現の岩澤加群の Lubin-
Tate（φ，Γ）加群を用いた記述が最近 Schneider-Venjakob により得られていた．この記述も
局所モジュライ空間へ持ち上がることも示した． 
② crystalline 表現のうち，とくに F解析的なものは，対応する Lubin-Tate（φ，Γ）加群の
の中に Wach 加群とよばれる「整構造」をもつ．F解析的 crystalline 表現に伴う filtered φ加
群の filtration の長さについての条件つきで，この Wach 加群も普遍変形空間へ自然に持ち上
がることを示した．(4)①の忠実充満関手は Wach 加群の理論のある種の相対版となっており，こ
の研究で開発した手法を援用することにより上記結果を得た．応用として，上でふれた
filtration の長さの条件をみたす F 解析的 crystalline 表現について，多変数明示的相互法則
の定式化（まだ予想の段階）を得た．1 変数版については，①でふれた Schneider-Venjakob の
アプローチでの明示的相互法則の定式化と証明が，研究集会 Iwasawa 2017 で Venjakob により
アナウンスされている．多変数明示的相互法則の証明および同理論の一般の crystalline 表現
への拡張が今後の課題である． 
 
(4) 整 p 進 Hodge 理論の係数理論（②，③，④は Matthew Morrow 氏との共同研究） 
① p進整数環上smoothな環についてのFaltingsの整crystalline表現の理論とBhatt-Morrow-
Scholze により最近導入された新しい整 p進 Hodge 理論の枠組みとの関係を明らかにした．具体
的には(p-torsion を持たない）整 crystalline 表現の圏から，BMS 理論における係数とみなせる  
Frobenius 付き small 一般化 Ainf表現（「相対 Breuil-Kisin-Fargues 加群」）の圏への忠実充満
関手を構成した．さらに BMS 理論の基礎となっている「ずらし」ガロア・コホモロジーが，BMS
の定数係数の場合の結果と同様，整 crystalline 表現に伴う可積分接続付き加群の de Rham 複
体を復元することを示した．整 filtered F-crystal から整 crystalline 表現への関手の忠実充
満性をこの新たな枠組みで捉えられることも明らかになった． 
② ①の研究では整 crystalline 表現に伴う相対 BKF 加群 M がフレーム付周期環（考えている
smooth 環の Ainf上への座標付き持ち上げ）への降下 D を持つことが鍵であった．この降下が一
般の相対 BKF 加群でも成り立つことを証明した．Faltings の p 進 Simpson 対応では small 一般
化表現の類似の降下の存在が鍵となっており，Faltings の議論の small Ainf一般化表現におけ
る類似を考えることにより上記結果を得た．この降下 Dの存在により，一般の相対 BKF 加群 Mに
ついても，それに伴う可積分接続付き加群 DdR，特殊ファイバー上の F-crystal D0, 基底 Acrysの
filtered F-isocrystal Dcrysが構成され，BMS の整 p進 Hodge 理論における定数係数の局所理論
が次のように相対 BKF 加群係数付きへ一般化された．相対 BKF 加群の「ずらし」ガロア・コホモ
ロジーAΩ(M)はDに伴うq-deRham複体と自然な擬同型を持ち，適当な係数拡大を通してDdR, Dcrys，
D0および Mに伴う幾何的基本群のZp表現のコホモロジーを復元する．Faltingsの整 crystalline
表現は，Hodge filtration の長さに制約があった．p-torsion free という条件が必要だが，こ
の制約なしの係数理論（相対 BKF 加群）が得られたことになる． 
③ p進数体の代数閉包の完備化の整数環（より一般にはperfectoid体の整数環）上の固有smooth
な形式スキーム X上での ②の大域版を構築した．Scholze により X の生成ファイバーXCの pro-
etale site およびその上の層 Ainfが構成されていた．一般に局所有限生成自由な Ainf層が X上局
所的に良い記述を持つかは不明だが，②の相対 BKF 加群の定義で課す Ainf表現の smallness の大
域版を Ainf層で考えると，良い記述を持つことが示せたことが鍵となった．これにより①の相対
BKF 加群は Frobenius 付き small Ainf層として大域化された． 
④	②の局所理論について次の結果も得た． 
(a) 平坦q接続付き加群の平坦q-Higgs加群への相対Frebeniusに沿った降下（標数pのSimpson
対応，非可換 Hodge 理論の類似）． 
(b)Frobenius の傾きが区間[0,1]に入る相対 BKF 加群の圏と p 可除加群の圏の圏同値の証明．
p>2 を仮定する．Lau の半完全環上の Dieudonne 理論を相対 BKF 加群に伴う filtered F-crystal
に適用する． 
(c) 整 p 進 Hodge 理論の係数理論を与えると期待される別のアプローチとして Bhatt-Scholze
による prism の理論がある．これに関し，基底環 Ainfのある種の収束性をみたす平坦 q接続付き
ベクトル束の圏と基底環 Ainfの prismatic crystal の圏の間の圏同値を示した．特に Frobenius
付きでは，平坦 q接続付きベクトル束，平坦 q-Higgs 束，prismatic crystal の間の圏同値が得
られる． 
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