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研究成果の概要（和文）：楕円型方程式、放物型方程式の解の形状解析、漸近解析を発展・融合させ、解の冪凹
性や爆発現象等の特異現象の解析を行った。さらに、分数冪熱方程式へ適応可能な新しい漸近解析理論の構築等
を行った。研究成果の主なものは以下の通り：
(1) 解の冪凹性 (2) 動的境界条件付き非線形楕円型方程式の可解性 (3)非線形拡散方程式の解の初期条件の特
徴付け (4) 非線形熱方程式系等の爆発集合の特徴付け (5) ポテンシャル項付き熱方程式の漸近解析とその応用
 (6) 分数冪熱方程式の解の高次漸近展開理論の構築

研究成果の概要（英文）：We developed the arguments in geometric analysis and asymptotic analysis, 
and studied power concavity properties of solutions and singular phenomena such as blow-up 
phenomena. Furthermore, we established a new method to study asymptotic analysis which is applicable
 to fractional heat equations. More precisely, we studied the following topics: 
(1) Power concavity of solutions; (2) Solvability of nonlinear elliptic equations with dynamical 
boundary conditions; (3) Initial trace of solutions to nonlinear diffusion equations; (4) Blow-up 
set for systems of nonlinear heat equations; (5) Asymptotic analysis for the heat equation with a 
potential and its applications; (6) Higher order asymptotic analysis for fractional heat equations.

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 漸近解析　形状解析　非線形問題　拡散方程式

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
偏微分方程式、特に楕円型方程式や放物型方程式の解の形状解析、漸近解析は解が記述する現象について基本的
な情報を与える。本研究課題では、近年、研究の必要性が問われている動的境界条件や分数冪拡散方程式も対象
にしながら、当該研究グループ独自の形状解析及び漸近解析の手法を確立し、様々な解の形状解析、漸近解析を
行ってきた。また、それらを応用・発展させ、従来では為し得なかった非線形現象の解明や新しい現象の発見も
行っており、それらの学術的価値は高いと考える。また、当該研究は、動的境界条件や分数冪拡散方程式の研究
に対する社会的必要性もあり、数学に限らない関連研究分野の基礎的知見を与えるものと考える。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
ラプラス方程式や熱方程式, さらにより一般に偏微分方程式の解の形と一口に言っても, その
捉え方は多種多様である. その中でも解のグラフの最大点・最小点や臨界点の個数とその位置,  
解の凸性, さらには解の等高面の凸性等を調べることは, 解の形状を知る上で基本的な情報を
もたらす. 解の形状の研究は, 関数の再配置理論, Brunn-Minkowski 不等式を基にした実解析
学, 凸最大値原理, 粘性解理論等の様々な数学的議論の発展を伴い発展し続けている. 特に当
該研究開始以前には, 平均曲率流の凸解析, L.Vazquez, K.-A.Lee らによる準線形放物型方程
式に対する解の凸性, 坂口茂氏らによる時間依存しない解の等位面による領域の特徴付けの研
究の他, 当該研究代表者らによるポテンシャル項付き熱方程式の解の最大点挙動, 解の等位面
の凸性崩壊, 放物型凸性の研究等の進展が見られた. しかし, 熱方程式に限っても,Hot Spots 
予想を始めとして多くの未解決問題が存在する. さらに半線形熱方程式等の解の爆発問題や走
化性粘菌の胞子生成モデルである Keller-Segel 方程式系における解の凝集といった解の特異
性解析の必要性もあり, 新たな技術革新を伴った解の詳細な漸近解析および形状解析の進展と
開発が強く求められていた. 
 
２．研究の目的 
物理学, 生物化学, 天文学など応用上現れる数理モデルの多くは偏微分方程式として記述さ
れ、その解の形状を知ることはその数理モデルの解明に必要不可欠である. 特に, 拡散現象に
関連した数理モデルにおいては, 解はある拡散物質の濃度分布を記述することが多く, 解の形
状を知りたいと思うのは自然な知的欲求である. また, 爆発や凝集といった非線形特有の特異
現象の詳細な解析において解の形状解析と漸近解析は必要であり有効である. 本研究課題では, 
拡散方程式を中心に偏微分方程式の解の漸近解析及び形状解析の融合と革新を行い, 偏微分方
程式の解の定性的性質の研究の深化と未到達問題の解明を目指す. 
 
３．研究の方法 
様々な線形及び非線形偏微分方程式の漸近解析及び形状解析を行いながら, その解析技術及び
知見を融合させ, 既存の結果とは一線を画する偏微分方程式の定性的性質を明らかにするまた, 
その研究過程において新たな問題を発掘し,漸近解析及び形状解析等の解析技法の発展を目指し
ていく.具体的には以下の研究を行う。 
 
(1) ポテンシャル項付き熱方程式を始めとした様々な放物型方程式の解の最大点挙動の解析を

目指し、漸近解析の新たな解析手法の開発を試みる。必要に応じて、Hardy の不等式等の
不等式の解析やコンパクト性について詳しい分担者石渡通徳氏と研究連絡を取りながら主
に石毛が研究を遂行する。 
 

(2) 爆発問題、凝集問題等の非線形問題に現れる特異集合の解析を行う。また、研究成果を集
積することによって新たな興味深い非線形現象の発見とその解明も目指す。代表者石毛が
主に担当するが、必要に応じて、分担者である小川卓克氏や国内外の連携研究者と連絡を
取りながら行う。 

 
(3) 粘性解理論を駆使しながら、放物型方程式 (系) に対する放物型方程式系への凸解析、解

の等高面の時間挙動、ミンコフスキー和と解の関係、解の放物型凸性等の形状解析を行
う。 主に石毛が担当するが、粘性解の専門家である分担者小池茂昭氏や共同研究者である 
Paolo Salani 氏の協力を得ながら進める。 

 
(4) 高階放物型方程式や分数冪拡散方程式に対する漸近解析の開発を行う。これは石毛および

分担者である岡部真也氏および川上竜樹氏と共に行う。 
 
(5) 共同研究者である Marek Fila 氏と研究連絡をとりながら,動的境界条件下における非線形

楕円型方程式の解構造と解の漸近解析を行い, 新たな臨界指数の発見や動的境界条件特有
の解挙動について研究を行う.これは石毛および分担者川上竜樹氏が担当する。 

 
また、国内外を問わず様々な研究集会を行い、情報収集や様々な研究者と研究討論を行うこと
により、研究に柔軟性を加えながら研究を遂行していく。 
 
 
 
 
 



４．研究成果 
放物型方程式の解の形状解析、漸近解析、それぞれに解析手法を発展、または融合させ、爆発
現象等の特異現象の解析、分数冪熱方程式へ適応可能な新しい漸近解析理論の構築等をした。
それらの内、主なものは以下の通り： 
 
(1) 解の冪凹性 

1977年に Brascamp、Lieb の両氏は対数凹性が熱流によって保存されることを示し、偏微
分方程式の冪凹性の研究が本格的に始まった。石毛は Paolo Salani 氏 (フィレンツェ
大), 高津飛鳥氏 (首都大) との共同研究において、冪対数凹という新しい凹性概念を導入
し、熱流が対数凹性より強い凹性である2-対数凸性を保存することを示した。さらに、2-
対数凹性は熱流が保存する最も強い凹性であることも示した。 

 
(2) 動的境界条件付き非線形楕円型方程式の可解性 

Marek Fila 氏 (コメニウス大学, スロバキア)、分担者川上竜樹氏と共に, 以前に行った
半空間における動的境界条件付き非線形楕円型方程式の研究を発展させ, 球の外部領域に
おける動的境界条件付き非線形楕円型方程式の可解性について研究を行い、詳細な解構造
を明らかにした。この研究は、半空間における研究を始めた際と同様に、積分方程式を用
いて解をどのように定義するのか、ということから研究を始める必要があった。結果とし
て、我々は Kelvin 変換を利用したある解の表示公式の発見に成功した。これを元に解の
先験的評価等を得、解の構造について詳細に研究を行った。さらに、境界に特異性をもつ
非線形楕円型方程式の解の構成も行った。 

 
(3) 非線形拡散方程式の解の初期条件の特徴付け 

石毛は指導学生であった比佐幸太郎氏と、半線形分数冪熱方程式の解の初期トレースの存在
と一意性、さらにその性質について研究を行った。可解性に関する必要条件の研究は、1985 
年に半線形熱方程式に対して Baras と Pierre が得た初期トレースの研究を参考にして行
われたが、結果として解析手法は全く異なったものになった。本研究を通して、半線形分数
冪熱方程式の可解性の必要条件が与えられた。また、石毛, 川上, Siergega による 2016 
年の結果を発展させて可解性の十分条件を与えることにも成功した。これにより、非負値解
が存在するためのもっとも強い初期値の特異性が決定され、また、解の大きさと解の最大存
在時間について詳細に研究することが可能になった。 
その後、石毛は比佐幸太郎氏と、半空間における非線形境界条件付き熱方程式の解の初期

トレースの存在と一意性、さらにその性質についても研究を行った。この研究により、初期
トレースが許容できる特異性の強さ及び大きさは、特異点と境界との距離によって決まるこ
とが解明された。また、この応用として、半空間における非線形境界条件付き熱方程式に対
して、初期関数の挙動と解の最大存在時間との関係について詳細な研究を行った。 

  
(4) 非線形熱方程式系等の爆発集合の特徴付け  

近年, 放物型・放物型 Keller-Segel system の解析が進展しているが, 本研究では退化型
の 放物型・放物型 Keller-Segel system の臨界ケースにおいて, 解の爆発の早さ, 点凝
集について溝口紀子氏 (学芸大), P. Laurencot (トゥールーズ大学) と共同研究を行った. 
退化しない場合, ２次元の場合が臨界ケースとなり, 永井・仙葉・鈴木 (2000) では, 解が
点凝集することを証明しているが, この証明は退化型には応用できない. 本研究では, 新
しい正則性評価の方法を確立し, 永井・仙葉・鈴木 (2000) の結果と同様な結果が放物型・
放物型 Keller-Segel system にも成立することを示した. また, 解の爆発は type-II と
呼ばれる爆発しか起こりえないことも得た. 
 また, 石毛は共同研究者藤嶋陽平氏（静岡大学）および指導学生であった前川弘樹氏と共
に、ある半線形熱方程式系の爆発問題における解が境界で爆発しないための十分条件を与え
た。非線形熱方程式系の爆発問題の爆発集合に関する研究は単独方程式で有効であった解析
手法が適用できないために、あまり進んでいなかった。本研究で得られた結果は、比較原理
を巧みに利用し方程式系の爆発問題を単独方程式の爆発問題へ単純化、その後、単独方程式
の爆発問題における優解を用いて解析するという当該研究グループ独自の解析手法によっ
て可能になった。 

 
(5) ポテンシャル項付き熱方程式の漸近解析とその応用 

壁谷喜継氏 (大阪府立大) および El Maati Ouhabaz (ボルドー大学) と共同研究を行い, 
ポテンシャル項付き熱方程式の基本解のガウス型評価を得た。この結果では、劣臨界と臨界
の場合について対応する正値調和関数の挙動を分類し、それらを用いて、放物型方程式に対
する正則定理および比較原理に基づき基本解の上と下からの評価を与えている。この研究は、
石毛が壁谷氏と長年研究してきたポテンシャル項付き熱方程式の解の漸近解析の手法と
Ouhabaz 氏のもつ解析手法を合わせて為されたものである。 
 
 



 その後、基本解のガウス型評価を用いて、石毛は当時指導学生であった向井晨人氏と共に、
ポテンシャル項付熱方程式を適当な重み付熱方程式に方程式を変換し、その重み付き熱方程
式に相似変換を施すことによって零臨界シュレーディンガー作用素の場合でも対応可能な
解の漸近解析を可能にする新しい解析手法を開発した。さらに、石毛は壁谷氏、向井氏と共
にポテンシャル項付き熱方程式の解の最大点挙動について包括的な研究を行った。 
ポテンシャル項付き熱方程式の漸近解析の応用として、空間二次減衰するポテンシャル項

付き半線形熱方程式に対するコーシー問題の時間大域正値解の存在・非存在について分担者
川上竜樹氏と共同研究を行い、ポテンシャル項付き半線形熱方程式に対する藤田臨界指数を
決定した。これにより, ポテンシャル項付き半線形熱方程式における藤田臨界指数とシュレ
ディンガー作用素の臨界性との関係が明らかにされた。 
 

(6) 分数冪熱方程式の解の高次漸近展開理論の構築 
初期関数が多項式減衰する分数冪熱方程式の初期値問題は、熱方程式のそれとは異なり、解
がその多項式減衰を有するとは限らない。これは、分数冪熱方程式の基本解の多項式減衰性
によるものであるが、分数冪熱方程式の解の高次漸近展開の確立の妨げになっていた。石毛
は分担者川上竜樹氏および石毛の指導学生であった道久寛載氏と共に、分数冪熱方程式の解
の減衰が失われるメカニズムを解明し、それに基づき既存理論では難しかった分数冪熱方程
式の解の高次漸近展開理論を構築した。 

 
この他、石毛が分担者岡部真也氏らと行った高階放物型方程式の可解性の研究、分担者石渡通
徳氏らによる臨界型函数不等式の包含する非コンパクト性の数理構造等の研究もあるが、これ
らは当該基盤研究 (A) から継続する基盤研究 (S) 19H05599 に引き継がれた。 
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８．本研究に関連して実施した国際共同研究の実施状況

2016年～2016年

共同研究相手国 相手方研究機関

イタリア Universita degli Studi di
Firenze

Politecnico di Milano

楕円型・放物型微分方程式研究集会

2016年～2016年

2017年～2017年

Geometry of solutions of PDE's and its related reverse problem

Mathematical analysis on nonlinear PDEs

4th Italian-Japanese workshop on geometric properties for parabolic and elliptic
PDE's

 開催年

 開催年

 開催年

 開催年

 開催年

2015年～2015年

2016年～2016年

 国際研究集会

 国際研究集会

 国際研究集会

 国際研究集会

 国際研究集会

第17回北東数学解析研究会


