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研究成果の概要（和文）：情報技術の急速な発展に伴い，様々な情報が蓄積されるようになったが，それらを有
効に活用して作業や生産などの効率化を図ったり，それらに基づく意思決定を行うためには，大規模なデータを
対象とした問題解決が欠かせないものとなってきている．その際に解くべき重要な問題として組合せ最適化問題
がしばしば現れる．本研究ではそのような問題解決の場面に現れる代表的な組合せ最適化問題のいくつかを対象
とし，それらに対する実践的な最適化ソルバーを構築した．

研究成果の概要（英文）：With the rapid development of information technology, various types of 
information have been stored and become available; however, to utilize them to improve the 
efficiency of operation or production, or to make decisions based on them, problem-solving for 
large-scale data has become indispensable. Combinatorial optimization problems often appear as 
important problems to be solved in such situations. In this study, we devised practical optimization
 solvers for some of the typical combinatorial optimization problems that appear in such 
problem-solving situations.

研究分野： 数理情報学

キーワード： 組合せ最適化　メタ戦略

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
組合せ最適化問題を解くことによって解決・効率化できる問題は多い．また，携帯端末やタブレット端末などの
普及に伴い，それらを用いることで，最適化による計画通りに人や物を動かすことが実現しやすくなってきてい
る．しかし，多くの組合せ最適化問題に対し，規模の大きい問題を厳密に解くことは極めて困難であることが認
知されている．応用上重要な問題のいくつかに対して実践的解法を開発したことにより，これまで良質の解を短
時間で得ることが難しいと思われていた問題に現実的な時間で良質の解が得られるようになった．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
インターネットや携帯端末の普及，計算機性能の進化など，情報技術が急速に発展し，ビッグデ
ータという言葉に代表されるように大量の情報が蓄積されるようになった．それらを有効に活
用して作業や生産などの効率化を図ったり，それらに基づく意思決定を行ったりする上で，大規
模なデータを対象とした問題解決が欠かせないものとなってきている．その際に解くべき重要
な問題として組合せ最適化問題がしばしば現れる．また，携帯端末やタブレット端末などが普及
し，それらを用いることで，最適化による計画のとおりに人や物を動かすことが実現しやすくな
ってきている．その結果最適化の重要性はますます高くなってきており，the science of better 
（改善の科学）として企業からの期待も世界的に高まっている． 

しかし，NP 困難性に代表されるように，多くの組合せ最適化問題に対し，問題の規模が大き
い場合，厳密な最適解を求めることは極めて困難であることが認知されている．このような問題
に現実的に対処するための手法として，最適性の保証はないが，良質の解をできるだけ速く求め
ようとする近似解法がある．メタ戦略(metaheuristics)は，探索型の近似解法を設計するパラダ
イムであり，その有用性は広く知られている．代表的なメタ戦略として，遺伝アルゴリズム，ア
ニーリング法，タブー探索法などがある．また，これらの拡張や変形も多数提案されており，ア
クティブな研究分野である．研究開始当初は，メタ戦略をさらに柔軟に捉え，種々の最適化手法
を組み合わせたハイブリッドメタ戦略(hybrid metaheuristics)と呼ばれる枠組みも注目されて
きており，それに関する国際会議が開催されるなど，その発展が期待されていた． 
 
 
２．研究の目的 
 
メタ戦略やハイブリッドメタ戦略をはじめとする近似解法は，大規模な問題解決に欠かせない
ツールである．しかし，これらを用いてよいソルバーを作るには職人的センスと多くの時間が必
要である．解きたい現実の応用問題は複雑になりがちであり，そのような問題ごとにソルバーを
新たに作るのは効率が悪い．そこで，どんな問題でも解けるソルバーがあり，それを使って問題
を解決できれば非常に便利である．しかし，問題構造を多く利用するほどアルゴリズムの性能は
上がる傾向にあるため，1 つのソルバーで全ての問題を解こうとしても，高い性能は期待できな
い．たとえば，整数計画問題に対する数理計画ソルバーは多くの問題を定式化できる高い汎用性
を持ち，その性能の進化には目覚ましいものがあるが，それでも，よい性能を発揮できない問題
がいまだに多数存在する．一方，性能の観点からは，汎用性を犠牲にして扱える問題を限定し，
問題構造をできるだけ多く利用する方が望ましい．実際，既存研究のほとんどは，特定の問題に
対してその問題の構造をフル活用して高い性能を得ることに成功している．しかし，これらは汎
用性が低いため，現実問題の解決に利用できることは少ない． 

そこで，複数の問題を定式化できる汎用性を備えつつアルゴリズムの性能向上に役立つ構造
を持つ問題をいくつか選び，そのそれぞれに対してソルバーを開発する．すなわち，一定の汎用
性を持つ最適化ソルバーを問題タイプごとに用意しておき，解きたい問題のタイプに応じて適
したソルバーを選ぶことで，幅広い問題に対応できるようにすることを目指す．ただし，汎用性
を高めることを目的として，既存手法を単に一般化しただけでは，性能が落ちてしまう．本研究
では，最適化ソルバーの性能と汎用性の両面をバランスよく実現することを目指す．とくに，既
存の数理計画ソルバーが苦手とする問題に対して，そのような問題の大規模な問題例に対処で
きるソルバーの開発を目指す． 
 
 
３．研究の方法 
 
上述の目的に合うような問題をいくつか選び，実践的なソルバーの開発を行う．その際，メタ戦
略やその基礎となる局所探索法や構築型解法をはじめ，アルゴリズム理論，緩和問題，厳密解法
などの様々な観点から問題構造を有効に活用する手法や理論の構築を目指す．さらに，それらを
うまく組み合わせたハイブリッド戦略も試みる．ハイブリッド戦略としては，メタ戦略と厳密解
法のハイブリッドのような複雑なのもに限らず，構築型解法と反復改善法，緩和手法と局所探索
法など，基礎的な戦略のハイブリッド手法も検証の対象とする．また，大規模問題に対処するた
め，対象とする問題に対し，入力データの特徴を活かして探索対象の変数や要素を絞り込み，問
題を高速に解く技術の開発も行う．これらの技術をもとに，厳密解法と近似解法の両面からさま
ざまな手法を開発して検証する． 
 
 
 



４．研究成果 
 
(1) 代表的な問題構造の一つに図形の詰込み問題がある．その中で，レクトリニア図形の詰込み
問題を対象として，効率的なアルゴリズムの開発を行った．レクトリニア図形は，縦と横の線分
のみからなる図形である（図 1）．長方
形を組み合わせることで得られる図形
であるため，一般の多角形よりも扱い
やすく，長方形の詰込み問題に対して
得られてきた知見や技術を活かせると
いうメリットがある上に，長方形より
も表現力が高く，汎用性が高いことが
その特徴として挙げられる．長方形の
詰込み問題に対しては，とくに問題規模が大きい場合，構築型の解法が効率的でしかも良質の解
を得る傾向にあることが知られている．そのような解法の中でも，bottom-left 法および best 
fit 法と呼ばれる方法が代表的である．本研究では，これらの構築型解法を融合して拡張した手
法を，レクトリニア図形の詰込み問題に対して提案した．具体的には，与えられたレクトリニア
図形集合をいくつかに分割し，分割されたグループの各々に対して best fit 法を適用する方法
を提案した．この分割を細かくし，各グループが 1つの図形からなる場合が bottom-left 法に対
応し，一方，分割を粗くとってグループが 1つであるときが best fit 法に対応する．この分割
をどのように与えるかを，図形に応じて適応的に定めつつ，定めた分割に対して構築型解法を適
用する操作を反復する手法である．図形数が 1万を超える問題例に対し，数分程度の計算時間で
充填率の高いレイアウトが得られている． 
 
(2) レクトリニア図形の詰込み問題に関しては，厳密解法の開発も進めた．厳密解法を構築する
上で，この問題のような最小化問題においては最適値の良質な下界を得ることが重要となる．本
研究では，図形をずらして配置することを許容する緩和問題を並列機械のスケジューリング問
題に定式化して解くことで最適値の下界を得るという考え方に基づく手法を提案した．また，下
界値計算で得られた x 座標を固定した上で y 座標の最適化を行うことで実行可能解を得，上界
値を得る手法を 2種提案した．その結果，小規模ではあるものの，検証した問題例に対して厳密
な最適解を得ることができた． 
 
(3) 白黒画像をビットマップで表現できる，すなわち小さな点（ドット）の集まりで近似的に表
現できることは広く知られているが，これを図形の表現に利用し，入力される図形をビットマッ
プで与える詰込み問題を，ビットマップ図形詰込み問題という．ビットマップ表現における個々
の点を正方形とみなすと，ビットマップ図形をレクトリニア図形と捉えることができる．ただし，
一般の多角形をビットマップ表現すると，そのビット数はかなり大きく，レクトリニア図形に対
して提案した効率的手法をそのままビットマップ図形に適用しても，効率的に動作しない．そこ
でビットマップ図形に対しても，図形を置くべき重複のない位置の計算などの基本演算が効率
的に行えるよう，データ構造やアルゴリズムを工夫した．その結果，多角形詰込み問題の問題例
を高い精度でビットマップ表現した問題例に対して効率的に動作する構築型解法を実現し，た
とえば約 3000 個の多角形を合計約 1000 万ピクセルで表したデータに対しても，１分程度の計
算時間で良質のレイアウトが得られるようになった． 
 
(4) コンテナ積み付け問題には様々なバリエーションがあるが，本研究では，直方体形の荷物を
積み上げてスタックを作り，それらを複数台の車両の荷台に詰め込む，3次元の箱詰め問題を対
象とした．スタックの安定性のために重いものを軽いものの上には置けないなど，積み付けに関
する種々の制約を考慮することで，現実的に現れる様々な問題に対応できるよう，汎用性を高め
ている．充填率の高いスタックの候補を生成したのち，それらを 2次元の長方形として詰め込む
操作を反復するアルゴリズムを提案した．企業が提示した問題例（最大箱数約 2500）に対して
良好な結果が現実的な時間で得られており，コンペティションにおいて 3位を獲得した． 
 
(5) 図形の詰込み問題の 1 つに，同一形状の図形を隙間も重なりもなく平面に敷き詰めるタイ
リング問題がある．タイリング問題に関して，オランダの芸術家エッシャーの作品に着想を得た
最適化問題（エッシャー風タイリング問題）が 2000 年に提案された．この問題は，与えられた
入力図形にできるだけ近い形状のタイリング可能な図形を求めるものである．これまでにいく
つかのアルゴリズムが提案されてきたが，解を探索する範囲が狭い場合は解の質が不十分であ
り，探索範囲を拡げようとすると効率的な探索を行うことが極めて困難であった．本研究では，
組合せ最適化，計算幾何，数値線形代数を組み合わせた手法を提案し，多くの解を効率的に生成・
評価する手法を確立した．従来手法と比較して 1000 倍程度の高速な探索を実現し，3 時間以上
の計算を要していた問題例に対して 10 秒以内に高品質なタイルを得られるようになった． 
 
(6) 詰込み型問題の基本形として，1 次元の詰込みを考えるナップサック問題がある．これは，
与えられた要素の各々にサイズと価値があり，サイズの合計が指定の容量を超えないという条

図 1. レクトリニア図形 



件を満たすようにいくつかの要素を選び，選んだ要素の価値の合計を最大化することを目的と
する問題である．本研究では，この問題における各要素の価値に不確実さのあるロバスト最適化
問題を考えた．ロバスト最適化にもいくつかのバリエーションがあるが，本研究では最大リグレ
ット最小化を対象とした．現実の応用の場面では，対象とする問題例のデータに不確実さがある
場合は多く，実践的なソルバー群を開発する上で，このようなロバスト最適化を扱えるようにな
ることは重要である．本研究では，双対性を利用して問題を整数計画問題に近似的に定式化する
という考え方に基づく近似解法，構築型解法，および代表的なメタ戦略の一つである反復局所探
索法や，ベンダーズ分解法のアイデアに基づく手法，分枝限定法，およびラグランジュ緩和を利
用した分枝カット法など，近似解法と厳密解法の両面から様々なアルゴリズムを提案し，検証し
た． 
 
(7) 割当型問題の代表的な問題に，一般化割当問題がある．複数の仕事とエージェントが与えら
れた時，各仕事を 1つのエージェントに割り当て，それに伴う割当コストを最小化することを目
的とする問題である．このとき，各エージェントに割り当てられた仕事の資源要求量がエージェ
ントの持つ容量を超えてはならない．この問題において，割当コストに不確実性のあるロバスト
最適化問題を考え，最適化の基準には最大リグレット最小化を用いた．この問題に対し，シナリ
オ，すなわち不確実性のあるデータの具体的な値の組合せを固定して（ロバスト最適化ではない
元の）一般化割当問題を解くシナリオ固定法，および双対性を利用する近似解法を提案した．ま
た，最適性を失うことなく一部の変数を固定することで，考慮すべき変数を減らし問題を縮小す
る方法も提案し，ラグランジュ緩和法を組み込んだ厳密解法を提案した． 
 
(8) グラフ構造における詰込み型の問題として代表的なものに，独立集合問題がある．独立集合
は，頂点の部分集合で，どの辺もその両端点を含まないものをいう．本研究では，この問題にお
いて，各頂点に重みが与えられ，頂点重みの総和が最大となる独立集合を求めることを目的とす
る，重み付き独立集合問題を考えた．多くの問題の基本構造として現れ，単純な構造でありなが
ら，この問題に帰着できる問題も多数知られる，重要な問題の一つである．この問題に対し，局
所探索法の基本操作である近傍操作を効率化するデータ構造を工夫することで，重みがより大
きくなるように解を修正するような近傍操作を見つけるために要する計算時間を短縮する手法
を提案し，その結果，通常考えられてきた近傍操作よりも複雑な操作を探索に組み込むことを実
現した．頂点数 4000 の大規模な問題例を含むベンチマーク問題例に対する計算実験を通して，
提案手法の優れた性能を確認しており，3問に対して既知の最良解を更新することができた． 
 
(9) 被覆型の問題の代表的な問題として，集合被覆問題を一般化した問題を対象とする研究を

行った．集合被覆問題は，要素集合 Mの部分集合とそれらのコストが与えられた時，部分集合の

いくつかを選んでそれらの和集合が M を被覆するという条件のもとで，選んだ部分集合のコス

トの和を最小化する問題である．この問題において，部分集合族の分割がさらに与えられ，分割

の各ブロックから選べる部分集合の数に上限がある，一般化上界制約を考慮できるようにした．

また，各要素に対し，その要素を被覆する部分集合の数を指定できる多重被覆制約も考慮できる

ようにした．集合被覆問題は，配送計画問題やクルースケジューリング問題など，様々な応用問

題を定式化できる汎用性があることが知られているが，上述の一般化を行うことで，たとえば配

送計画において複数種類の車両が混在する場合が扱えるようになるなど，さらにその汎用性が

高まる．一方，集合被覆問題自体は数理計画ソルバーでもある程度の規模まで現実的に解けるが，

上の一般化を行った問題は，数理計画ソルバーでは小規模な問題例を除き高い性能が得られな

いことを観測した．この問題に対し，2変数を同時に変更する近傍操作によってより良い解を見

つける操作を効率よく行うデータ構造を提案した．また，探索の効果をある程度保ったまま探索

の対象とすべき変数を大幅に減ずるアイデアを提案した．これらをメタ戦略アルゴリズムに組

み込んだ手法を提案し，計算実験を通してその効果を検証した．要素数 5000，部分集合数 100 万

程度の大規模な問題例に対しても，良質な解が得られている． 

 

(10) 順序付け問題の代表的な問題として，線形順序付け問題に対する研究を行った．辺に重み

のついた有向グラフが与えられた時，頂点を左から右へ一列に並べ，右から左に向く辺の重みの

合計を最小化することを目的とする問題で，代表的な順序付け問題の一つである．この問題に対

し，頂点の 1 つを，現在の位置から他の位置に移動することによって修正する近傍操作を考え，

この操作によって得られる改善解を見つける高速アルゴリズムを提案した．メタ戦略アルゴリ

ズムとして，反復局所探索法と大洪水法と呼ばれる 2つの方法を取り上げ，その中にこの高速ア

ルゴリズムを組み込んだ手法を提案した．計算実験により，頂点数 8000，辺数約 3000 万の大規

模で密なグラフに対しても，提案手法が現実的な計算時間で良質の解を得ることを確認した． 
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