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研究成果の概要（和文）：　これまでの実解析・調和解析は、関数の可積分性や連続性が一様な関数空間を基盤
として研究がなされてきた。2000年以降、位置によって可積分性の変動する関数空間が電気流動学との関連で注
目されるようになった。さらに、位置によって増大度や平均振動量が変動する関数空間も導入され研究されるよ
うになり、それらの密接な関係も明らかになってきた。
　しかし、まだ発展途上の部分も多いため、理論が利用しやすいものとなるように、様々な関数空間について必
要な条件を吟味するとともに、各種の作用素の有界性やコンパクト性を証明して、この新しい関数空間の理論を
深化させた。

研究成果の概要（英文）：Real and harmonic analysis used to be studied based on function spaces in 
which functions have the uniform property with respect to integrability and continuity. Since 2000, 
function spaces with variable exponents have attracted a lot of attention in connection with 
electrorheological fluids. Moreover, function spaces with variable growth conditions have also been 
introduced and studied, and it has become clear that those are in close connection.
However, there are still also a lot of developing parts. Then we investigate properties of various 
function spaces and prove the boundedness and compactness of several operators to deepen the theory 
of the new function spaces.

研究分野： 基礎解析学

キーワード： 実解析　調和解析　関数空間　積分作用素　変動指数　平均振動量　掛算作用素
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研究成果の学術的意義や社会的意義
　これまで研究されてきた古典的な関数空間には、実解析・調和解析で開発されてきた様々な工夫の蓄積と、偏
微分方程式等への広範な応用を持っている。
　本研究では、上述の背景をもとに、位置に応じて関数の可積分性や連続性、振動・増大度が変動する関数空間
の最新の研究成果を取り入れ、これまで長年にわたって多くの数学者により研究が積み重ねられてきた実解析・
調和解析の理論を、変動する指標をもつ関数空間の視点から深化させ、応用範囲のより広い理論へと発展させ
た。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通）

１．研究開始当初の背景

これまでの実解析・調和解析は、Lebesgue 空間や Lipschitz 空間およびこれらを拡張した関数空間を

基盤として研究がなされてきた。これらの関数空間は、関数 f(x) の定義される位置 x に関して一様に

可積分性や連続性が保証された空間である。2000年以降、変動指数をもつ Lebesgue 空間 Lp(·) が電気

流動学との関連で注目されるようになった。これは、|f(x)|p(x) が可積分であるような関数 f からなる

空間である。2012年には、Hardy 空間 Hp と有界平均振動関数の空間 BMO をそれぞれ拡張した関数

空間である、変動指数を伴う Hardy 空間と、変動する振動・増大度をもつ一般化 Campanato 空間の

理論の基礎が確立された。一方これとは独立に、Morrey-Campanato 空間の拡張が行われ、振動・増大

度が変動する関数空間として研究が進んできた。2000年前後から 2013年にかけて導入された central

Morrey-Campanato 空間、local Morrey-type 空間、Bσ-Morrey-Campanato 空間などである。これ

らについても、最大作用素、特異積分作用素、Riesz ポテンシャル等の有界性が示されるなど、徐々に

研究の蓄積が増えてきていた。

２．研究の目的

これまでに研究されてきた Morrey 空間、Campanato 空間、Besov 空間, Triebel-Lizorkin 空間等

は、その背景に、実解析・調和解析で開発されてきた様々な工夫の蓄積と、偏微分方程式等への広範な

応用を持っている。本研究では、上述の背景をもとに、位置に応じて関数の可積分性や連続性、振動・

増大度が変動する関数空間の最新の研究成果を取り入れ、これまで長年にわたって多くの数学者により

研究が積み重ねられてきた実解析・調和解析の理論を、変動する指標をもつ関数空間の視点から深化さ

せ、応用範囲のより広い理論へと発展させることを目的とする。

３．研究の方法

実解析・調和解析の理論を変動する指標をもつ関数空間に対して有効に機能させるため、関数空間の

定義とその妥当性の検証、および偏微分方程式からの要請の観点から、特異積分作用素・分数べき積分

作用素等の有界性、関数の掛算作用素の有界性、アトム分解・ウェーブレット分解等の各理論、双対・

前双対空間の理論、に関する研究を進めた。そのために、各年度に国際研究集会を開催または参画して、

内外の最新研究の情報収集にあたるとともに、成果を発表して議論をフィードバックした。また、内外

の研究協力者との共同研究を行うとともに、内外の学会や研究集会に参加して研究成果の発表と意見交

換を行い、理論の深化と応用に結びつけた。

４．研究成果

(1) 変動増大度・平均振動量をもつ Morrey-Campanato 空間の研究

Morrey 空間は、1938 年に C. B. Morrey により偏微分方程式の解の解析のために導入された関数

空間であり、特別な場合として Lp 空間を含んでいる。また Campanato 空間は、1960 年代初めに

S. Campanato により関数の連続性を調べるために導入された関数空間であり、偏微分方程式への応用

を視野に Morrey 空間を発展させたものである。Campanato 空間は、BMO 空間や Lipschitz 空間を

特別な場合として含む関数空間である。いずれの関数空間も、その後の研究により理論が整備されて

きた。

本研究では、これらの理論をさらに発展させ、応用範囲を広げるために、変動増大度・変動平均振動

量をもつ Morrey 空間、Campanato 空間として理論整備を行った。具体的には、補間理論や包含関係、

分数べき積分作用素の有界性、分数べき最大作用素の有界性、測度距離空間における考察、等を行った。

また、流体力学に関する Navier-Stokes 方程式に応用して新しい結果を得た。

特に、積分作用素と関数の掛算作用素との交換子については、以下のような特筆すべき進展があった。

1976年、Coifman, Rochberg and Weiss は、Lp 空間上で有界な特異積分作用素 T と関数 b を掛ける

掛算作用素との交換子 [b, T ] について考察し、有界関数とは限らない BMO 関数 b であっても、交換

子が Lp 有界となることを証明した。その後、1982年に Chanillo によって、分数べき積分作用素 Iα

と BMO 関数 b との交換子 [b, Iα] でも同様の結論が得られることが証明された。これらの結果は、そ

の後、Morrey 空間や Orlicz 空間にも拡張されている。本研究では、変動増大度をもつ Morrey 空間上

で、これらの交換子について考察した。その際、関数 b として、変動する平均振動量をもつ Campanato

空間の元を用いた。これにより、通常の BMO関数 b を用いた交換子を関数に作用させた場合は、変動

する増大度を持つ関数の性質がそのまま保たれること、および、変動する平均振動量をもつ関数 b を用

いた交換子では、その影響を反映させたものになることが証明された。しかも、交換子の有界性の必要



十分条件、コンパクト性の必要十分条件も得ることができた。これにより、これまでの理論を包含した

理論を完成させることができた。

(2) Orlicz-Morrey 空間の研究

Orlicz-Morrey空間は、2004年に Nakaiにより導入されたもので、Orlicz空間と Morrey空間の性質

を併せ持つ関数空間であり、関数の性質をより詳細に調べることができる。その後、2012年に Sawano,

Sugano and Tanaka によって別の Orlicz-Morrey 空間が導入され、さらに、2014 年には Deringoz,

Guliyev and Samko によって 3種類目の Orlicz-Morrey 空間が導入された。これらは、それぞれに特

徴があり、各種類ごとに研究が行われている。

始めに導入された Orlicz-Morrey 空間に関しては、(1) でも考察した交換子 [b, T ] および [b, Iα] の

有界性について必要十分条件を証明した。これにより、通常の BMO 関数 b を用いた交換子を関数

に作用させた場合には、関数の局所的な可積分性や大域的な減衰性が保たれること、および、一般化

Campanato 空間の元 b を交換子に用いた場合には、その局所的・大域的な平均振動量を反映させたも

のとなることが証明された。2つ目の Orlicz-Morrey 空間については、ベクトル値の一般化分数べき最

大作用素の有界性を証明した。また、3つ目の Orlicz-Morrey 空間については、一般化分数べき積分作

用素および一般化分数べき最大作用素の有界性に関して必要十分条件を得た。以上により、これまでの

理論をそれぞれ発展させることができた。

その他、Musielak-Orlicz 空間の一種である重み付きの Lp(·) について、ウェーブレットによる特徴

づけを行った。

(3) Orlicz-Hardy 空間、変動指数をもつ Hardy 空間

フーリエ級数の研究において、単位円内で正則な関数に関する古典的な Hardy 族の理論は、Stein，

Weiss，Fefferman らにより実解析的に再構成され，高次元の場合に拡張された。こうして Hardy 空間

Hp の理論が発展してきた。その中で、Hardy 空間 Hp が Lebesgue 空間 Lp の自然な拡張であるこ

と、Hardy 空間の元が、Lebesgue 空間の元に Riesz 変換を作用させたもので表現されること、Hardy

空間 H1 の双対空間は BMO となることなどが証明されてきた。2012年には、Nakai and Sawano に

より、変動指数をもつ Hardy 空間の理論の基礎が完成した。その中で、変動指数をもつ Hardy 空間

Hp(·) が変動指数をもつ Lebesgue 空間 Lp(·) の自然な拡張であること、変動指数をもつ Hardy 空間の

双対空間が、変動する平均振動量をもつ Campanato 空間となることなどが証明された。

本研究では、変動指数をもつ Hardy 空間の元が、変動指数をもつ Lebesgue 空間の元に Riesz 変換

を作用させたもので表現されることを証明した。また、Orlicz 空間が Lebesgue 空間の精密化であるよ

うに、Orlicz-Hardy 空間が Hardy 空間の精密化であり、しかも Orlicz 空間の拡張となるように構成

して、理論の基礎付けを行った。

変動する平均振動量をもつ Campanato 空間は Hp(·) の双対空間であり、逆に言えば、Hp(·) は変動

する平均振動量をもつ Campanato 空間の前双対空間である。しかし、一般に前双対空間は一意とは限

らない。そこで、他の前双対空間であり、しかも Hp の拡張である空間を考察し、特異積分作用素およ

び分数べき積分作用素の有界性を証明した。

これらにより、これまでの Hardy 空間の理論を大きく発展させることができた。

(4) 掛算作用素（pointwise multiplier）の研究

掛算作用素は、関数に関数を掛算するという極めて基礎的な作用素である。この作用素の研究は、そ

れ自体興味ある研究対象であるだけでなく、基礎的な作用素であるだけに、そこから得られる性質や条

件は、非常に本質的なものであり、後に他の研究にもきわめて重要な影響を与えることが多い。

本研究では、Musielak-Orlicz 空間上の掛算作用素の研究、Musielak-Orkicz-Morrey 空間上の掛算作

用素の研究を行った。また、これまで得られていた Orlicz 空間上での掛算作用素の特徴づけや Morrey

空間上の掛算作用素の特徴づけを発展させて、弱 Orlicz 空間、弱 Morrey 空間のそれぞれについて、掛

算作用素を特徴づける研究を行った。

有界平均振動関数の空間 BMO における掛算作用素の特徴づけに関しては、ユークリッド空間や、

2 倍条件 (doubling condition) と呼ばれる自然な条件を満たす測度を持つ homogeneous 型空間上で

は、すでに研究がなされており、その性質が Lp(·) 上での Hardy-Littlewood 最大作用素の有界性な

どへ応用されるなど、多くの論文に引用されている。そこで、2 倍条件を満たさない測度をもつ空間

（non-homogeneous 空間）上で調査し、2 倍条件を満たす場合と同様の形で特徴づけができることを証

明した。これにより、今後の応用範囲が広がった。

また、今後の研究につながるように、これまでの研究成果をまとめて、さまざまな関数空間上での掛

算作用素について概説した論文を作成した。



(5) マルチンゲール理論

確率論のマルチンゲール理論においても、調和解析学で研究が深められている Morrey-Campanato

空間を、martingale Morrey 空間、martingale Campanato 空間として研究を行った。これらの空間

は、2012年に Nakai and Sadasue により、調和解析学の理論を確率論に生かそうと導入されたもので

ある。

本研究においては、martingale BMO の部分集合である martingale BLO の性質を調査し、ユーク

リッド空間上の場合と同様の結果が得られることを証明した。さらに、分数べき積分作用素をマルチ

ンゲール変換として定義して、martingale Morrey 空間および martingale Orlicz 空間上で、交換子

[b, Iα] の有界性およびコンパクト性に関する必要十分条件を証明した。このように、古典的な調和解析

学の理論が、マルチンゲール理論でも有効に使えることを示すことができた意義は大きいと考える。
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