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研究成果の概要（和文）：本研究では，「(a) 楕円超幾何函数の差分 de Rham 理論」「(b) 楕円差分 Painleve
 系」「(c) Ruijsenaars 系に関わる特殊函数」を3つの基本的なテーマとして，楕円差分の可積分系とそれに関
わる特殊函数の研究を行なった．
主たる成果としては, (a) BCn のSelberg型楕円超幾何積分に付随する新しい行列式公式の定式化と証明, (b) 
楕円超幾何積分で表示されるような E8 型楕円 Painleve 方程式のタウ関数の構成, (c) Ruijsenaars 系の形式
的同時固有函数の構成と収束性の検討の3点である.

研究成果の概要（英文）：We studied elliptic difference integrable systems and related spacial 
functions with emphasis on (a) difference de Rham theory of elliptic hypergeometric integrals, (b) 
elliptic difference Painleve systems and (c) special functions relevant to the Ruijsenaars systems. 
Three main achievements are (a) formulation/proof of a new determinant formula associated with BCn 
elliptic hypergeometric integrals of Selberg type, (b) construction of tau functions for the E8 
elliptic Painleve equation which are expressed by elliptic hypergeometric integrals and (c) 
construction of formal joint eigenfunctions for the Ruijsenaars systems and the study of their 
convergence. 

研究分野： 数学(可積分系の代数解析, 表現論と特殊函数)

キーワード： 楕円可積分系　楕円超幾何積分　楕円Painelve方程式　Ruijsenaars系　Selberg 積分　タウ函数　同時
固有函数

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究課題で取り上げた楕円可積分系とそれに関連する特殊函数は，物理学や工学における様々なモデルの数学
的解析の最も先鋭的な領域である．今日の理論物理学や情報科学の先端研究では，高度な理論と技術を用いて，
複雑で多様な現象を解析するための数理的基礎が要求されている．そのような学問的要請に答える課題は幾つも
あり得るが，本研究課題の可積分系的手法は，既に様々な分野で応用されているものであり, 本研究課題の成果
も，近い将来，物理学や工学の分野で活用されるようになるものと期待している．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
 
本課題では，線型及び非線型の楕円差分方程式系と，それによって特徴付けられる多変数特殊函
数の研究を行った．特殊函数として想定したのは広義の「楕円超幾何函数」である. 以下，3 つ
重点項目を掲げ, 各々についての研究開始当初の背景を「現在形」で述べる． 
 
(a) 楕円超幾何函数： 
 
「楕円超幾何函数」(積分と級数)が独立した研究対象として認識され始めたのは 2000 年前後の
ことである．有限楕円超幾何級数の Frenkel -Turaev 和公式や Spiridonov の楕円ベータ積分を
出発点として，多重級数や多重積分の場合を含めて，様々な求値公式や変換公式が発見された．
また，楕円超幾何函数の求値公式・変換公式に関して，物理学を背景として数多くの予想も提示
されたが，その成否や，全体像は必ずしも明らかになっていない． 
 
(b) 楕円差分 Painleve 系： 
 
2000 年前後に，アフィン Weyl 群の双有理表現(梶原・野海・山田)や有理曲面の幾何学(坂井)の
観点からの離散 Painleve 方程式の理解が進展し，2004 年頃には 2 階離散 Painleve 方程式の最
上位にある E8 型楕円差分 Painleve 方程式が，楕円超幾何函数で表される特殊解を持つことが
日本の研究グループ (梶原等) によって明らかにされ, 楕円差分 Painlev e 方程式と楕円超幾
何函数の双方の重要性が認識されるようになった. しかし，高次元の場合を含めて楕円差分
Painleve 方程式の構造を総合的に理解することは, 未開拓の研究課題である． 
 
(c) 楕円差分作用素の可換族： 
 
1987 年，楕円函数を係数とする差分作用素の可換族(A 型)が Ruijsenaars によって発見され，
1990 年代前半には BC 型を含むルート系的拡張も構成された(van Diejen, 小森). その後，三角
函数を係数とする差分作用素の可換族の同時固有函数については，Macdonald 多項式の理論の
枠組みで著しい研究の進展があった．それは対照的に，楕円の場合の Ruijsenaars 系の同時固
有函数については，殆ど進展がない．楕円超幾何函数と Ruijsenaars 系とは緊密な関係にある
ものの，両者の関係も十分解明されていない状況である．  
 
 
２．研究の目的 
 
 
上記の研究の状況を背景として，以下のような研究目的を設定した． 
 
(a) 楕円超幾何函数： 
 
多重級数及び多重積分に楕円超幾何函数に対する差分 de Rham 理論を構築し，和公式と変換
公式の全体像を明らかにする．特に q 差分の場合の青本・伊藤の研究の楕円化を実現すること．  
 
(b) 楕円差分 Painleve 系： 
 
点配置空間の幾何学と Weyl 群の双有理表現に基づいて，高次元楕円差分 Painleve 系の超幾何
型及び代数型特殊解を構成的に記述する研究を行うこと． 
 
(c) 楕円差分作用素の可換族： 
 
楕円 Hecke 環と楕円量子群の表現論を応用して，Ruijsenaars 系の支配する特殊函数の描像，
特に楕円超幾何級数，楕円超幾何積分との関連を明らかにすること． 
 
 
３．研究の方法 
 
 
各重点項目で中心的に取り上げたテーマの研究の方法と，主な共同研究者を記述する． 
 
(a) 楕円超幾何函数： 



 
BC 型を中心としてルート系に付随する Selberg 型楕円超幾何級数・積分を定式化し，q 差分 de 
Rham 理論と Lagrange 型楕円補間函数の枠組みを，求値公式・変換公式の証明，q差分方程式の
記述などに応用することを目標として，伊藤雅彦(琉球大学)との共同研究を行なった． 
 
(b) 楕円差分 Painleve 系： 
 
アフィン・ルート系と平面曲線の幾何学の立場から，連続及び離散 Painleve 方程式の全体像を
俯瞰できるような学問的基盤を構成することを目標に，山田泰彦(神戸大学)，梶原健司(九州大
学)との共同研究を行なった．また，これに関連して，楕円差分 Painleve 方程式の山田の Lax 
表示と，BC 型の van Deijen の楕円差分作用素の関連を解明するために，山田泰彦(神戸大学)，
Simon Ruijsenaars(Leeds 大学)との共同研究を行なった． 
 
(c) 楕円差分作用素の可換族： 
 
Ding-Iohara 代数や楕円量子群を基礎とする場の量子論的アプローチに関して，白石潤一(東京
大学)，今野 均 (東京海洋大学)との共同研究を行なった．また，Ruijsenaars 系の固有函数(定
常型及び非定常型)に関して，Edwin Langmann(スェーデン王立工科大学 KTH)，白石潤一(東京大
学)との共同研究を行なった． 
 
 
４．研究成果 
 
 
三つの重点項目を中心に，本研究課題に関連する研究成果を具体的に述べる． 
 
(a) 楕円超幾何函数： 
 
1．一般 Pade 補間問題のあるクラスに対して，有理・三角・楕円超幾何級数を用いて構成する一
般的な方法を論じた．(野海 2015) 
 
2．A型及び BC 型の Selberg 型 Jackson 積分に付随する接続公式を考察し，接続係数が Lagrange
型楕円補間函数を用いて表されることを明らかにした．(伊藤・野海 2016,2018) 
 
3．BC 型の多重楕円超幾何級数に対する新しい双対変換公式を構成した．(小森・増田・野海 2016) 
 
4．BC 型の多重楕円超幾何級数及び多重楕円超幾何積分に対する Selberg 型の求値公式に対し，
差分 de Rham の方法と楕円補間函数(基本不変式)による証明を与えた．(伊藤・野海 2017) 
 
5. BCn の Selberg 型一般楕円超幾何積分に付随する q差分方程式の解析を行い，それに付随す
る 2 次形式に関して，楕円超幾何積分を成分とする新しい行列式公式の定式化と証明を行なっ
た．(伊藤・野海 2019) 
 
6. Gustafson による G2 型 q ベータ積分の求値公式の楕円拡張を構成し,伊藤・Spridonov の予
想を解決した．(伊藤・野海 2020) 
 
(b) 楕円差分 Painleve 系： 
 
1．連続及び離散の Painleve 方程式に対する，アフィンルート系と平面曲線の観点からの研究の
現状に関して総合報告を執筆した．(梶原・野海・山田 2017) 
 
2．E8 型楕円差分 Painlve 方程式のタウ函数に関する系統的な研究を行い，特に BC Selberg 型
楕円超幾何積分で表されるタウ函数の構成を行なった．(野海 2018) 
 
3．E8 型楕円差分 Painleve 方程式の山田の Lax 対を構成する線形差分作用素と BC1 型の van 
Diejen の 8 パラメータの線形差分作用素との関連を明らかにした．(野海・Ruijsenaars・山田，
投稿中) 
 
(c) 楕円差分作用素の可換族： 
 
1．C型，D型，BC 型三角の場合の，行型の Macdonald/Koornwinder 多項式に対する明示公式の
構成と Lassalle 予想の証明を行なった．(星野・野海・白石 2015, Feigin・星野・野海・白石
2015) 



 
2．A型の Ruijsenaars 系の摂動的同時固有函数の研究を行い，Macdonald 多項式及び漸近自由
な Macdonald 函数の p変形の構成を行なった．(Langmann・野海・白石，準備中) 
 
 
以上の成果のうち，(b.1) の総合報告 
  K.Kajiwara, M.Noumi, Y.Yamada: 
  Geometric Aspects of Painleve Equations, 
  J.Phys.A: Math.Theor. 50(2017),073001(2017) 
は Journal of Physics A, Highlights of 2017 collection に選定された．また，(a.5)と(b.2)
の内容に関して，2018 年の国際数理物理会議(ICMP 2018,モントリオール)で基調講演 
  M.Noumi: 
  Elliptic hypergeometric integrals and elliptic difference Painleve equation. 
  XIX International Congress on Mathematical Physics, Montreal, Canada,  
  July 23–28, 2018. (2018 年 7月 27 日)  
を行なった．  
 
 本研究課題の成果として，項目(a) に関して，(a.5)で得た 
  「BCn Selberg 型楕円超幾何積分に対する行列式公式」 
は，楕円超幾何積分に関するこれまでの研究の中でも特筆すべき，記念碑的成果であると考えて
いる．この結果は伊藤・野海の共同研究の主たる目標でもあったので,当初の想定以上の成果が
得られたと考える．また項目(c) についても，(c.2)に関連して研究期間中に思いがけない進展
があり，期待以上の成果が得られつつある．実際 
  「楕円 Ruijsenaars 差分作用素の同時固有函数の構成」 
は，Ruijsenaars 系が発見された 1987 年以来の長年の懸案であったので，今後の発展の基礎と
して重要な成果であること考える(現在，論文を執筆中)．項目(b)については，これまでの成果
の集大成という側面が強かったが，(b.3) など今後の発展につながる成果も得られたことは特
筆したい． 
 全体としては，概ね期待通りの成果を得て，研究課題である楕円差分の可積分系とそれに関わ
る特殊函数の研究に対して，一定の貢献を果たすことができたと考える． 
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