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研究成果の概要（和文）：本研究課題では、変分構造を持つ楕円型方程式の境界値問題の解のうち、付随する変
分汎関数の2階微分の情報を用いて定義される安定解や有限モース指数解について考察し、有限モース指数解に
対するリウビル型定理・形状・対称性と領域の幾何学の関連、有限モース指数解の正則性理論及びアプリオリ評
価の確立、及び特異安定解の構成の諸点について、微分幾何学的観点と大域解析学的観点の両側面からの解明を
目指した。その際の解析に必要な Hardy 型不等式や Trudinger-Moser 型不等式の研究に成果を挙げた。

研究成果の概要（英文）：In this research, we consider stable or finite Morse index solutions to the 
elliptic boundary value problems with variational structures. The definition of these solutions uses
 the second order information of the associated variational functionals. We studied several topics 
such as Liouville type theorems, the relation between shape and symmetries of finite Morse index 
solutions and the geometry of the domains, regularity theories and a priori estimates of finite 
Morse index solutions, and the construction of singular finite Morse index solutions, from the view 
points of both differential geometry and global analysis. In particular, we obtained several results
 on various Hardy type and Trudinger-Moser type inequalities, which are strongly related to the 
analysis of stable or finite Morse index soutions. 

研究分野： 変分法・非線形偏微分方程式論

キーワード： 安定解　有限モース指数解　変分汎関数　非線形楕円型偏微分方程式
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研究成果の学術的意義や社会的意義
非線形楕円型偏微分方程式の解の形状や対称性と領域の幾何学の関連については、従来から多くの研究結果があ
るが、解自身の無限次元臨界点理論的性質である「安定性」や「有限モース指数性」が解の形状をどこまで決定
するか、という問題意識は新しく、本研究課題の新規な点であった。厳密形の知られている特異解の回りの変分
汎関数の2階微分作用素は、不思議なことに常に Hardy 型のポテンシャル項を含んだものになり、その安定性は
 Hardy 不等式の成立に他ならないが、本研究課題の研究期間中には、様々な Hardy 型不等式の解析的側面の研
究を進展させることができた。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
半線形楕円型方程式の解が安定解であるとは、方程式に付随する変分汎関数の 2 階微分から定
まる、解の回りでの線形化作用素（ヤコビ作用素）の最小固有値が非負であることをいう。 
より一般にヤコビ作用素の負の固有値の個数を解のモース指数と呼び、モース指数が有限とな
る解を有限モース指数解と呼ぶ。安定解はモース指数が 0 の解である。この研究課題の開始時
には、A. Farina の研究論文（2007, JMPA）や Dupaigne のテキストの出版などを契機とし
て、安定解や有限モース指数解の定性的性質が多くの研究者によって興味を持たれ、様々な解
析的手法を用いて調べ始められたばかりであった。 
 
２．研究の目的 
本研究課題では、安定解や有限モース指数解などの定性的性質を調べることを目的とし、それ
らの解のグラフの形状と領域の形状の関係、リウビル型非存在定理や関連する Hardy 型不等
式の研究を行った。 
 
３．研究の方法 
解の無限次元的性質である安定性や有限モース指数性と、その（有限次元的）定性的性質を関
連付けるのに、等周不等式やソボレフ不等式などの微分幾何学的方法や、無限次元臨界点理論
などの大域解析的方法を駆使した。 
 
４．研究成果 
特異解の安定性不等式と同値な不等式である Hardy 型不等式の研究は進展したと思う。またリ
ウビル型方程式の非線形ノイマン境界値問題の特異極解の存在は新規な結果である。本研究課
題で目指した研究の世界での潮流や学術的背景は、研究論文⑨に和文論文として纏められ、英
訳も出版予定である。期間中に研究論文 12編（すべて査読付き）、AMS Sectional Meetings, AIMS 
Conference など、海外での講演発表 18 回を含む 38回の研究講演、日本数学会での 4回の一般
講演を実施した。 
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