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研究成果の概要（和文）：結晶の内部と外部を分ける相境界のように、２種の異なる状態を分離する曲線・曲面
をここでは界面と呼ぶ。本研究では、界面が動く場合にどのような挙動を示すかについて解析を進め、結晶の面
積が一定の場合の変形の挙動や結晶表面のスパイラル状の界面のモデル方程式の提案とその大域解の一意存在性
と回転挙動の解析、辺の分裂現象や非一様場へのクリスタライン法の拡張、界面の特異性解析などの数学的結果
を得た。また、面積保存性等の性質を保存する数値計算スキームの開発を行った。

研究成果の概要（英文）：We consider the evolution problems of interfaces. Here, "interface" means 
that
 separates more than two different states, such as surface of crystal. In this research project, we 
mainly discuss curvature dependent motions and obtain the following results: (1) Deformation process
 of (negative) crystals under the area preserving property. (2) Propose the mathematical model of 
growing spiral-shaped steps on the crystal surface and show the unique solvability and rotational 
behavior. (3) Extension of the framework of crystalline motion and discuss edge splitting phenomena.
 (4) Properties of singularities on the interface mathematically and numerically. (5) Propose 
structure-preserving numerical methods for area-preserving crystalline motion.

研究分野： 非線形現象の数理解析

キーワード： 界面ダイナミクス　結晶界面　自由境界問題　漸近挙動　特異点　曲率　数値解析　形状解析

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
現実に起こる様々な現象を観測する際見ているのは、時間無限大ではなく有限時間での挙動である。よって、界
面運動に限らず現象の数理的理解において時間発展途中の挙動の解析は重要である。本研究では特に解の形状変
化に着目し、時間発展途中で起こりうる解図形の凸性の変化や多角形曲線の辺の数の変化に焦点を当てこれらを
明らかにした。また、高精度あるいは構造保存型の数値計算法を開発することで数値シミュレーションの信頼性
を向上させた。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 
 
 物質の２相を分ける相境界（以下これを界面と呼ぶ。）の運動は、20 世紀後半よりステファ
ン問題を代表として多くの研究がなされてきた。この中で、界面の運動がその曲率に依存して
動く平均曲率流などの数学研究が 1980 年代後半より活発に行われるようになった。平均曲率
流方程式は結晶粒界の運動モデルとして古くは 1950 年代に材料科学の分野から提案された
方程式であり、現在もなお研究が進められている。しかし、多くの界面運動の数理モデルは通
常の意味の曲率を扱うといった数学的要請もあり滑らかな曲線・曲面が主に扱われており、ま
たモデルも結晶構造に起因した異方性はあまり取り込まれていない。しかし、実際の結晶界面
は滑らかで等方的（方向依存性を持たない）な性質を持つ界面とするには無理がある状況が多
く 、結晶構造等に起因した異方性を適切に取り込む必要がある。 
 このような中で、1990 年前後に Angenent and Gurtin や Taylor によって多角形あるいは
多面体状の界面を扱う枠組みが提案された。これは今日クリスタライン運動 (Crystalline 
motion) と呼ばれており、結晶の平衡形であるウルフ図形を基本図形とした枠組みが整備され
ており、結晶界面として相応しい解図形のクラスやそのクラスに所属する滑らかでない多角形
曲線等へ自然に導入されるクリスタライン曲率などがウルフ図形の幾何学的特性を使って定義
されている。このクリスタライン運動であるが、問題の定式化以後、解の存在等の基本的な数
学理論の構築や、近似理論の整備、今や界面運動のスタンダードな取扱い法となった等高面法
による記述などが 2000 年ごろまでに M.E.Gurtin, Y.Giga, K. Ishii, H.M.Soner などにより
行われた。それと並行して解の挙動に関する研究が進み、特に凸界面に対する漸近挙動が、研
究代表者の石渡、分担者の矢崎、 A. Stancu, B. Andrews, G. Bellettini らにより進められた。
これについてもまだ未解決問題は残っているが、非凸界面の取扱いも 2005,6 年ごろより研究
代表者やその共同研究者、G. Bellettini のグループなどにより進められた。 特に、2 次元平
面上のクリスタライン曲率流や外力付きクリスタライン曲率流やその一般化については、有限
時間で非凸界面が凸になる、という凸化理論の整備が進み (Ishiwata 2008,2011,2014 など ) 、
初期界面や異方性をある程度限定すれば界面の時間発展途中での形状の変化を数学的に解析す
ることが可能となってきている。 
 
２．研究の目的 
 
研究代表者は１．の背景に述べた凸化理論の研究を行いながら、凸化現象が起きない場合に

ついての実験的考察も進め、界面の自己交差による穴形成などの具体例の考察を進めてきた。
時間発展途中に起こりうる現象としては、他にも界面の分裂や、複数の界面の合流現象なども
あり得る。また、分担者の木村が界面の平らな部分（これをファセットという。）の不安定化の
考察を進めており、「臨界長さ」という概念を導入して、ファセットの分割現象の数値シミュレ
ーションを行っている。以上を受けて、本研究では結晶界面の運動の解析の中で、特に時間発
展途中に起こる界面の形状変化やその際の界面の特異性形成に着目し、その詳細なダイナミク
スを明らかにすることを目的とした。また、その数学解析および数値解析を通して現象の背後
にある数学的構造を明らかにすると共に、時間発展途中の界面ダイナミクスを解析するための
手法の基盤整備を行うことも目的とした。 
 
３．研究の方法 
 
多角形状の異方性をもつ結晶界面の運動モデルであるクリスタライン運動の解の時間発展途

中の挙動を解析するため、これまでクリスタライン曲率流の解の凸化現象の解析を進めていた
研究代表者を中心に、クリスタライン運動や移動境界問題の数理解析・数値解析の経験をもつ
矢崎と、多角形曲線近似による構造保存型数値計算法を構築し、クリスタライン運動の拡張を
行っている木村を分担者に加えた研究体制をとる。4 年間の研究期間では、面積保存型クリス
タライン曲率流方程式や外力付きクリスタライン曲率流方程式、外部非一様場の効果を取り込
んだクリスタライン運動などの各モデルに対して、数学解析と数値解析を相補的に進める。 
研究の遂行に当たっては、研究グループの連絡を緊密に保ち適宜分担者会議を開き、更に関

連する研究者の招聘・研究集会の開催を行い、情報交換を行う。 
 
４．研究成果 
 
（１）中谷宇吉郎によって物理的に考察されてきた氷負結晶の変形挙動の数学的正当化を行っ
た。具体的には、微小結晶面が出ている非凸界面を許容多角形として扱い、この変形の挙動を
全表面エネルギーの面積保存条件下での勾配流として定式化し、面積保存型クリスタライン曲
率流方程式を導出した。そして、非負曲率を持つ非凸初期界面に対する有限時間における凸化
定理を示した。また、面積保存性をもつ数値計算法を設計し、これによる数値シミュレーショ
ンから、数学解析で扱ったより広い初期図形に対し凸化定理が成り立つことを確認した。また、
凸化現象が起きず界面の自己交差が起きる具体例を構成し、すべての初期値に対しては凸化定
理が成り立たないことも明らかにした。 



（２）（１）の中谷の実験にある温度勾配のある場における負結晶界面の変形挙動を理解するた
め、非一様場における面積保存クリスタライン曲率流の定式化を行い、それに対する数値計算
法を構築し、数値シミュレーションによる挙動の解析を行った。 
（３）移動境界問題に対する接線速度を利用した漸近的一様配置法を組み込んだ数値計算法を
構築した。また、外部ラプラス場の数値解法としての基本解近似解法の理論を整備し、これら
を組み込んだ Hele-Shaw 流れの数値計算法を構築した。Hele-Shaw 流れについては、吸い込み
と湧き出しを持つ場合について移動境界の不安定性のパラメータ依存について解析した。また、
基本解近似解法の不変スキームについての提案を行った。 
（４）正六角形のウルフ図形をもつクリスタライン運動において、辺の衝突や分裂を許容する
拡張されたクリスタライン運動の枠組みを提案し、その数学解析および数値シミュレーション
を行った。また、雪結晶などのデンドライト型結晶成長問題への応用を試みた。 
（５）結晶のらせん転位によるスパイラル結晶成長モデルの多角形曲線版のモデルを、中心に
おける辺生成を伴う外力付きクリスタライン曲率流方程式として提案し、これに対する時間大
域解の一意存在とスパイラル界面の回転数の挙動についての数学的結果を得た。更に、本モデ
ルと従来から知られているレベルセット方程式による数値解の比較を行った。 
（６）曲率流方程式に現れるタイプ２の特異性について、対称性などの特別な初期値に対する
数学的結果を得た。更に、この問題を含むより広い枠組みに適用可能な、スケール不変性を利
用した特異性同定の数値計算法を構築し、それにより数学解析では限定された初期値にのみ証
明されていた重対数型の加速項をもつ爆発解が多くみられることを数値的に確認した。 
（７）外力項をもつクリスタライン曲率流方程式について、定常解周りの解の挙動を明らかに
した。特に、ウルフ図形が簡単な場合にセパラトリクスを具体的に求め、解構造を完全に決定
したた。 
（８）指数型の非線形性を持つ曲率流方程式が持つ様々なタイプの非一様な進行波の分類を行
い、漸近挙動を明らかにした。 
（９） 平均曲率流に対する古典的な比較定理を n次元空間内で曲率運動する空間曲線に対し拡
張を行った。また、同時に効率的な数値計算スキームを提案し、いくつかの数値例を通してそ
の有効性を確認した。本結果は渦糸や転位など様々な応用を持つ空間曲線運動に対する新たな
数学解析手法・数値解析手法として、様々な拡張と応用が期待される。 
（１０） 固体燃焼波面の運動モデルの１つとして蔵本シバシンスキー方程式を適用し、それに
対する安定な数値計算方を提案し、燃焼実験との比較をおこなった。 
 
また、4 年間の研究期間では大きなもので以下の研究集会の開催を行った：(i) 界面ダイナミ
クスの研究を活発に行っているチェコの Benes 氏を中心とする中欧の研究者と本研究グループ
の3名がオーガナイザーとなり2016年度および2018年度に国際研究集会を開催, (ii) 本研究
グループの 3名がオーガナイザーとなり 2016 年から 2018 年度に界面ダイナミクスに関する研
究合宿を開催、(iii) 代表者の石渡および神戸大の高坂氏と共催で、界面ダイナミクスを中心
テーマとする勉強会を毎年開催, (iv) 2017 年 7月の国際研究集会 Equadiff において、代表者
の石渡および Benes 氏、分担者の矢崎氏が界面ダイナミクスについてのセッションをそれぞれ
企画・運営した。 
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