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研究成果の概要（和文）：本研究課題では，成層回転流体の運動を記述する非線形偏微分方程式系に対する数学
解析を行った．安定成層から生成される線形時間発展作用素に対する時間減衰評価および時空積分評価を導出
し，その応用として3次元非粘性成層 Boussinesq 方程式の初期値問題に対する長時間一意可解性を証明した．
特に，浮力周波数を無限大とする特異極限問題において，同方程式の長時間解である3次元速度ベクトル場が2次
元Euler方程式の長時間解に収束することを示し，安定成層の効果による流れの異方化を数学的に証明すること
に成功した．

研究成果の概要（英文）：The aim of this research project is the mathematical analysis for nonlinear 
partial differential equations describing the motion of incompressible rotating stably stratified 
fluids. We establish dispersive and space-time estimates for the linear propagator related to the 
stable stratification. As an application, we proved the long time existence and uniqueness of 
classical solutions to the initial value problem for the 3D stably stratified inviscid Boussinesq 
equations. In particular, we consider the singular limit of the strong stratification, and show that
 the long time classical solution converges to that of 2D incompressible Euler equations in some 
space-time norms.

研究分野： 偏微分方程式論
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
大気や海洋などを代表とする大規模な地球流体の特徴として，流れの様相が密度成層と回転の大きな影響下にあ
ることが挙げられる．この密度成層と回転は，どちらも流れを2次元化する強い異方性を有することが知られて
いる．本研究では，非線形偏微分方程式の数学解析の観点から，安定成層の影響による流れの異方化について考
察した．成層Boussinesq方程式において浮力周波数を無限大とする特異極限として問題を定式化し，3次元速度
ベクトル場の2成分化を数学的に証明することに成功した．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 

 大気や海洋などを代表とする大規模な地球流体の特徴として，流れの様相が密度成層と
回転の大きな影響下にあることが挙げられる．この密度成層と回転は，どちらも流れを 2
次元化する強い異方性を有することが知られている．地球流体の運動に対する非線形偏微
分方程式の観点からの数学解析は，Babin-Mahalov-Nicolaenko (1995, 1999) による研究
があり，回転が単独で存在する場合および密度成層と回転が共存する場合が考察されてい
る．周期境界条件を課した Navier-Stokes 方程式の初期値問題に対して，密度成層と回転
の影響が大きいほど方程式系は安定となり，大きな初期速度場に対しても滑らかな時間大
域解が一意に存在することが証明された．この結果は，2 次元における Navier-Stokes 方
程式の大きな初期速度場に対する時間大域的適切性に対応しており，密度成層と回転の影
響が流れを 2 次元化することを数学的に示唆したものと言える．本研究では，全空間にお
いて密度成層と回転が有する分散性に着目した研究を行う．成層と回転がそれぞれ単独で
存在する場合と共存する場合を考察し，非線形方程式に対する初期値問題の適切性と特異
極限問題の観点から，成層と回転が流れに与える分散性と異方性に関する数学解析を行う． 

 
２． 研究の目的 

 本研究の目的は，大気や海洋などを代表とする大規模な地球流体において，密度成層と
回転が流れの様相に及ぼす影響やその仕組みを，非線形偏微分方程式論の観点から数学的
に解明することである．この問題は，Coriolis 力および Boussinesq 近似を取り入れた非
圧縮性Euler方程式または非圧縮性Navier-Stokes方程式の初期値問題や定常問題として
数学的に定式化される．密度成層および回転の影響によって流れに生じる分散性と異方性
を，線形作用素のスペクトル解析や特異極限問題，および時間無限大における解の漸近挙
動の観点から解析し，地球流体力学に対する数学的理論の構築を目標とする． 

 
３． 研究の方法 

 成層が単独で存在する場合において，対応する線形時間発展作用素に対する時間減衰評
価および時空積分評価を導出する．その上で，成層と回転がそれぞれ単独で存在する場合
と共存する場合における線形作用素のスペクトルや分散性の相違を定量的に特徴付ける．
また浮力周波数を無限大とする特異極限問題を考察する．極限方程式の時間大域的適切性，
線形時間発展作用素に対する非斉次時空積分評価，および極限方程式の解からの摂動に対
するエネルギー評価を確立することで，特異極限問題を数学的に解決する． 
 海外共同研究者との研究打ち合わせの訪問・招聘を行う．また国内外で開催される国際
研究集会へ参加し，討論や意見交換，および最先端の研究成果やその解析手法に関する情
報収集を行う． 

 
４． 研究成果 

（１） 成層流体に対する分散型評価 
 安定成層の影響を考慮した Boussinesq 方程式に関する研究を行った．特に，回転の影
響が無く，安定成層のみが単独で存在する場合を考察した．安定成層に対応した歪対称線
形作用素から生成される時間発展作用素に対して，最適な時間減衰評価および時空積分評
価を導出した．またその応用として，同方程式の初期値問題に対する時間大域的適切性を
証明した．特に，時間大域解の一意存在を保証する初期温度擾乱の大きさが，安定成層の
強さを表す浮力周波数に応じて大きく取れることを明らかにした． 
 
（２） 回転成層 Boussinesq 方程式の時間周期問題 
 回転と安定成層が共存する状況で，非圧縮性 Boussinesq 方程式に対する時間周期問題
に関して研究を行った．回転と安定成層に対応した時間発展作用素に対する分散型評価を
応用することで，同方程式に対する時間周期解の一意存在を証明した．特に，外力項の空
間無限遠での減衰の仮定に関して，スケール劣臨界な空間へ条件を弱めることに成功した．
また時間概周期問題に対しても，概周期解の一意存在を証明した． 
 
（３） 3 次元非粘性成層 Boussinesq 方程式の長時間可解性と特異極限問題 
 3 次元全空間において，安定成層の影響を考慮した非粘性 Boussinesq 方程式の初期値問
題に関して研究を行った．粘性および熱拡散による消散性のない状況において，先行研究
では時間局所適切性が知られていた．本研究では安定成層による分散性を用いることで， 
浮力周波数が十分大きい場合に，同方程式の長時間一意可解性を証明した．更に浮力周波
数を無限大とする特異極限問題において，同方程式の長時間解である 3次元速度ベクトル
場が，2次元 Euler 方程式の長時間解へ収束することを証明した． 
 
（４） 2 次元非粘性成層 Boussinesq 方程式の長時間可解性と特異極限問題 
 2 次元全空間において，非粘性成層 Boussinesq 方程式の初期値問題に関して研究を行っ
た．2次元の場合は 3次元と異なり，同方程式の長時間一意可解性が，Sobolev 正則性 s>3 
をもつ初期速度場に対して知られている．本研究では，Sobolev 埋込定理の観点から最適



と考えられる Sobolev 正則性 s>2 をもつ初期速度場に対して，同方程式の長時間一意可
解性を証明した．特に，先行研究における証明方法は，線形時間発展作用素に対する時空
積分評価と時間局所解の爆発判定法による背理法であったが，本研究では 3次元における
特異極限問題で用いた安定性の議論を適用することで，背理法を用いずに解の延長に関す
る証明を与えた． 
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