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研究成果の概要（和文）：まず，漸近的レベル独立性をもつ上方ブロック・ヘッセンベルグ・マルコフ連鎖の劣
指数的漸近解析を行った．次に，ブロック単調なマルコフ連鎖の定常分布の最終列ブロック増大切断近似に対す
る計算可能な誤差上界を与えた．これに関連して，M/G/1型マルコフ連鎖の最終列ブロック増大切断近似の収束
速度を解析した．ついで，一般的なレベル依存型構造化マルコフ連鎖を対象とし，定常分布の最終列ブロック増
大切断近似に対する計算可能な誤差上界，ならびに，北西角切断の正規化基礎行列に関する極限公式を導出し
た．また，特別な2次元反射型ランダムウォークの定常分布に対する準出生死滅過程近似の計算可能な誤差上界
を与えた．

研究成果の概要（英文）：We first studied the subexponentially asymptotic analysis of upper block 
Hessenberg Markov chains with asymptotic level independence. Next, we derived computable upper 
bounds for the last-column-block-augmented truncation approximation to the stationary distribution 
in block-monotone Markov chains. Associated with this result, we also studied the convergence speed 
of the last-column-block-augmented truncation approximation of M/G/1-type Markov chains. Then, for 
general level-dependent structured Markov chains, we presented computable upper bounds for the 
last-column-block-augmented truncation approximation to the stationary distribution and a limit 
formula for the normalized fundamental matrix of the northwest-corner truncation. In addition, we 
derived computable upper bounds for the quasi-birth-and-death approximation to the stationary 
distribution in a special two-dimensional reflecting random walk.

研究分野： マルコフ連鎖と待ち行列理論の研究

キーワード： マルコフ連鎖　待ち行列理論　漸近解析　切断近似　誤差評価　数値計算
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１．研究開始当初の背景 
  今世紀に入り, 再試行や途中退去のある
待ち行列のように, レベル依存型 (あるい
は，状態依存型)とよばれる待ち行列の研究
が盛んに行われるようになった. なかでも, 
セミ・マルコフ性を有するモデルのクラスが
研究の中心にあり, そうした待ち行列の系
内客数過程は, 到着や退去といった事象の
発生時刻で観測すると, レベル依存型構造
化マルコフ連鎖(LDSMC: Level-Dependent 
Structured Markov Chain)となる.  
離散時間 LDSMC の推移確率行列(以下, 連

続時間モデルの場合には, 推移率行列と読
み替える)は, 状態空間の要素を適切な順序
で整列させると, ブロック構造を有する. 
このことから, LDSMC はブロック構造化マル
コフ連鎖(Block-Structured Markov Chain)
とよばれることもある. 
  標準的なLDSMCは, レベル(主変数)とフェ
ーズ(背後状態)の 2変数からなるマルコフ連
鎖であり, 主変数であるレベルの値に依存
した推移則に従う. そのため, LDSMC は非常
に一般性が高く, 従来の待ち行列研究で扱
われた多くのマルコフ連鎖を表現できる.  
  例えば, 集団マルコフ型到着過程(BMAP: 
Batch Markovian arrival process)と一般的
なサービス時間分布をもつ単一サーバ待ち
行列や，BMAP と位相型サービス時間分布をも
つ複数サーバ待ち行列など, 応用上重要な
セミ・マルコフ型待ち行列は, 準出生死滅過
程(QBD: Quasi-Birth-and-Death process)や, 
M/G/1 型, GI/M/1 型, GI/G/1 型マルコフ連鎖
などに帰着され, これらはいずれも, LDSMC
の特別な場合である. 
  研究代表者とその共同研究者らは, こう
した LDSMC, および, 関連する待ち行列につ
いて, これまでに以下のような研究成果を
あげてきた. 

(1) ブロック単調な LDSMC の切断誤差評価 

  無限状態マルコフ連鎖の定常分布を計算
する際には, 推移確率行列の切断近似がよ
く用いられる.  
この近似法は, 推移確率行列の北西角(左

上隅)に位置する有限次元部分正方行列を切
り出し, それが確率行列(以下, 連続時間モ
デルの場合には, 保存的なQ行列と読み替え
る)になるように適当な方法で成分を増大さ
せる手法である.  
  こうして得られる有限次元確率行列の定
常分布は, 元の定常分布に対する近似であ
る. 当然のことながら, その近似精度は, 
切断後の行列サイズと成分の増大法に依存
し, 一般に, 理論的な評価は容易ではない. 
実際, ブロック単調な LDSMC については, 

「最終列ブロック増大切断(北西角の最終列
ブロックの成分を増大させる)」が最も良い
近似を与えることが示されているが, その
誤差の定量的な評価はなされていない(Li 
and Zhao, Stochastic Models, 2000). 
  研究代表者は, ブロック単調なLDSMCが幾
何的ドリフト条件を満たすという仮定のも
とで, 最終列ブロック増大切断によって得
られる定常分布の陽的な誤差上界を導出し
た(Masuyama, Adv. Appl. Prob., 2015). 

(2) M/G/1 型, GI/G/1 型マルコフ連鎖の漸近
解析 

  先に述べたように, M/G/1 型および GI/G/1
型マルコフ連鎖は, LDSMC の特別な場合であ
る. 研究代表者とその共同研究者らは, こ
れらのマルコフ連鎖について, 定常分布の
重負荷極限解析(Kimura et al., OR Letters, 
2012), 軽裾的漸近解析(Kimura et al., 
Stochastic Models, 2010), および劣指数的
漸近解析(Masuyama, EJOR, 2011)などの研究
を行い, 既知の漸近公式をより緩い条件下
で示したり, 新たな漸近公式を導出したり
することに成功した. 

(3) 再試行型単一サーバ待ち行列に関する
劣指数的漸近解析 

  本研究開始時点で, 申請者は, BMAPと一般
的なサービス時間分布もつ再試行型単一サ
ーバ待ち行列(以下, 再試行型 BMAP/GI/1 待
ち行列とよぶ)の劣指数的漸近特性について, 
既に一定の成果を上げていた.  
  当該研究は, 漸近的レベル独立性をもつ
上方ブロック・ヘッセンベルグ・マルコフ連
鎖(BHMC: Block Hessenberg Markov chain)
の定常分布の劣指数的漸近解析に帰着され
る. しかし, これに関する先行研究はない. 
ちなみに, 上方 BHMC は, レベル依存 M/G/1
型マルコフ連鎖とよばれることもある. 
 

２．研究の目的 
  LDSMC と関連する待ち行列モデルについて, 
これまでに報告されている理論的な結果は
まだ十分とは言えない. 実際, 研究代表者
が出席した再試行型待ち行列に関する国際
ワークショプ(WRQ, 東工大, 2014 年 7 月)に
おいても, LDSMC に関する漸近公式や精度保
証付き数値計算法を求める声が大きかった. 
こうした状況を踏まえ, 以下に挙げる課題
に取り組む. 

(1) 漸近的レベル独立性をもつ上方 BHMC の
劣指数的漸近解析 

  M/G/1 型マルコフ連鎖は, レベル独立的な
推移構造をもつ上方BHMCである. そのため, 



M/G/1 型マルコフ連鎖は解析的に扱やすく, 
定常分布に関する漸近公式が多数示されて
いる.  
  一方, レベル独立的ではない上方 BHMC の
漸近解析結果はあまり知られていない. 研
究代表者が知る限り, 再試行型M/M/c待ち行
列, および, 集団到着のない再試行型
BMAP/GI/1 待ち行列などから作られるマルコ
フ連鎖に対して, いくつかの軽裾的漸近公
式が報告されているのみである.  
  研究代表者は, 適当な測度変換によって,
再試行型BMAP/GI/1待ち行列から構成される
LDSMC が, 漸近的レベル独立性をもつ上方
BHMC となることに気づいた.  
この着想に基づき, 再試行型BMAP/GI/1待

ち行列への応用を主たる目的として, 漸近
的レベル独立性をもつ上方 BHMC の劣指数的
漸近解析を行う. 具体的には, その定常分
布に関する「補分布関数の劣指数的漸近公
式」および「確率関数の局所劣指数的漸近公
式」などを導出する.  

(2) 劣幾何的ドリフト条件下でのブロック
単調な LDSMC の切断誤差評価 

  幾何的ドリフト条件をみたすLDSMCについ
ては, 既に研究代表者が示した結果がある
(Masuyama, Adv. Appl. Prob., 2015). そこ
で, 幾何的ドリフト条件と相補的な関係に
ある劣幾何的ドリフト条件が満たされる場
合を考え, 最終列ブロック増大切断によっ
て得られる定常分布の誤差上界を求める. 
これが達成されれば, ブロック単調な LDSMC
の切断誤差評価については一応の決着をみ
ることになる. 

(3) レベル依存準出生死滅過程(レベル依存
QBD)に対する一般化切断法の誤差評価 

  レベル依存QBDの推移確率行列はブロック
3 重対角構造を有する. したがって, レベル
依存QBDの定常分布を求める際には, 汎用的
な近似法である最終列ブロック増大切断で
はなく, ブロック3重対角構造を有効に活用
する「一般化切断法(Neuts and Rao, Queueing 
Systems, 1990)」がしばしば用いられる.  
  しかしながら, 一般化切断法で得られる
定常分布の誤差評価に関する先行研究はな
い. 本研究では, 推移確率行列の偏差行列
を用いて一般化切断法の誤差評価式を導出
し, レベル依存QBDに対する精度保証付き数
値計算法を構築する. 
 
(4) 再試行と途中退去のあるM/M/c待ち行列
に対する裾漸近特性を考慮した数値計算法
の開発 

  再試行と途中退去のあるM/M/c待ち行列は,
ポアソン到着と指数的なサービス・再試行・
途中退去をもつ複数サーバ待ち行列である. 
当該待ち行列モデルは, 代表的なレベル依
存型待ち行列であり, コールセンタの混雑
現象を抽象化した確率モデルである.  
  この待ち行列に対し, 上記項目(3)の研究
成果と, (定常)系内客数分布に関する漸近公
式を用いることで, 精度保証と元の裾漸近
特性(補分布関数の漸近的な減衰速度)の再
現を両立する数値計算法の開発を目指す. 
 
３．研究の方法 
(1) 漸近的レベル独立性をもつ上方 BHMC の
劣指数的漸近解析 

  上方 BHMC の定常分布は, レベルごとに可
算無限個存在するR行列を用いて表現できる. 
以下, これを R 行列表現とよぶ. 一般に, R
行列の具体的な値を求めるのは難しいため, 
定常分布の R 行列表現は形式的なものであ
る.           
  しかし, 上方 BHMC が, 漸近的レベル独立
性をもつ場合には, 十分に上方のレベルで
の R 行列は, 適切に構成された 2 つの M/G/1
型マルコフ連鎖の R 行列によって 「はさみ
うち」にすることができる.  
  この事実と, M/G/1 型マルコフ連鎖に対す
る研究代表者らの研究成果を組みわせるこ
とで, 漸近的レベル独立性をもつ上方 BHMC
の定常分布に関する「補分布関数の劣指数的
漸近公式」および「確率関数の局所劣指数的
漸近公式」を導く.  

(2) 劣幾何的ドリフト条件下でのブロック
単調な LDSMC の切断誤差評価 

  ブロック単調なLDSMCが, 劣幾何的ドリフ
ト条件を満たすという仮定のもとで, 最終
列ブロック増大切断によって得られる定常
分布の誤差上界を導出する.  
  一般に, マルコフ連鎖に対するドリフト
条件は, 推移確率行列を含む連立不等式と
して表現される. そして, ドリフト条件が
成立するということは, 対応する連立不等
式を満たす非負ベクトル(以下, 非負解ベク
トルとよぶ)が存在することと同値である.  
  ところで, 最終列ブロック増大切断によ
って得られる定常分布の誤差上界は, この
非負解ベクトルを用いて表現することがで
きる. 逆に言うと, 非負解ベクトルが具体
的に求まらなければ, 数学的に示した誤差
上界は「形式的な」ものになってしまい, 応
用の観点から言えば, ほとんど意味がない. 
したがって, ドリフト条件の非負解ベクト
ルを構成することは極めて重要である.  
  しかし, 幾何的ドリフト条件に比して, 



一般に, 劣幾何的ドリフト条件の非負解ベ
クトルを求めるのは容易ではない. 先行研
究では, 単調性(ブロック単調性より強い条
件)を仮定した上で, 個別の場合に特有の発
見的方法によって非負解ベクトルを構成し
ている.  
  一方, 本研究では, 凸関数の性質を利用
した非負解ベクトルの新しい構成法を確立
する. この構成法は, いくつかの付加的な
条件を必要とするものの, 一般的な劣幾何
的ドリフト条件に適用可能である.  

(3) レベル依存QBDに対する一般化切断法の
誤差評価 

  レベル依存QBDに対して導入された一般化
切断法は, 切断レベルより上位レベルでの
推移確率をレベル独立的なものに修正する
近似法である. 一般化切断法が施されたレ
ベル依存QBDの定常分布については, 効率の
よい数値計算法が知られているが, 誤差評
価に関する先行研究はない.  
  しかし, 一般化切断法で得られる定常分
布の誤差は, 「修正前後での推移確率行列の
差」と「元のレベル依存 QBD に関する偏差行
列」を用いて表現できる. ただ, 偏差行列の
具体的な値を求めるのは容易ではない.  
  そこで, 偏差行列が, ある Poisson方程式
を満たすことを利用し, 偏差行列のノルム
を上から評価することで, 一般化切断法が
与える定常分布に対する誤差上界を導く.  

(4) 再試行と途中退去のあるM/M/c待ち行列
に対する裾漸近特性を考慮した数値計算法
の開発 

  当該待ち行列の系内客数過程はレベル依
存QBDとなり, 定常分布(系内客数分布)は一
般化切断法によって数値計算可能である. 
また, その計算精度は上記項目(3)の研究成
果によって評価することができる.  
  しかし, 一般化切断法では, 元の定常分
布の裾漸近特性は再現されない. 実際, 一
般化切断法が施されたレベル依存QBDの定常
分布は幾何的漸近特性をもつが, 元の定常
分布は必ずしも幾何的には減衰しない.  
  この問題を解決し, より精度の高い数値
計算を実現するため, 以下のようなアルゴ
リズムを構築する.  

(a) 元の定常分布の裾漸近特性に応じた測
度変換を行い, 変換後のレベル依存 QBD
の定常分布が幾何的漸近特性をもつよ
うにする.  

(b) 変換後のレベル依存QBDに一般化切断法
を適用し, 定常分布を計算する. 

(c) 計算された定常分布に対し, (a)で行っ
た測度変換の逆変換を施す.  

４．研究成果 
(1) 漸近的レベル独立性をもつ上方 BHMC の
劣指数的漸近解析 

まず, 再試行型BMAP/GI/1待ち行列につい
て解析を行った. 再試行型BMAP/GI/1待ち行
列の系内客数分布は，適当な測度変換によっ
て, 漸近的レベル独立性をもつ上方 BHMC の
定常分布に帰着される.  
  研究代表者は, 再試行型BMAP/GI/1待ち行
列の系内客数分布が, 劣指数的漸近特性を
もつという条件のもとで, 再試行のない
BMAP/GI/1 待ち行列の系内客数分布と, 同じ
の 裾 漸 近 特 性 を も つ こ と を 示 し た
(arXiv:1310.4608).      
しかし, 再試行型BMAP/GI/1待ち行列から

離れ, (一般的な)漸近的レベル独立性をもつ
上方 BHMC の劣指数的漸近解析については, 
すぐには解決できない問題が一部残った. 
この問題の解決は, 将来の研究課題とした
い. 

(2) 劣幾何的ドリフト条件下でのブロック
単調なLDSMCの切断誤差評価, および関連研
究課題 

当初の計画通り, ブロック単調性をもつ
離散時間LDSMCに対し, 劣幾何的ドリフト条
件下で，最終列ブロック増大切断による定常
分布の計算可能な誤差上界を導出した.また，
関連する課題として，M/G/1 型マルコフ連鎖
の最終列ブロック増大切断の収束性に関す
る漸近解析を行った.  
  ついで, 連続時間上で定義されたブロッ
ク単調なLDSMCが, 幾何的ドリフト条件を満
たすという仮定のもとで，最終列ブロック増
大切断によって得られる定常分布の陽的な
誤差上界を示した． 
 さらに, ブロック単調性を仮定しない一般
的な連続時間 LDSMC を対象とし，その最終列
ブロック増大切断の誤差評価を行った．先行
研究では,「幾何的ドリフト条件」や「劣幾
何的ドリフト条件」といった特定のドリフト
条件が仮定されているが，本研究では，一般
的なドリフト条件のもとで，計算可能な誤差
上界を示すことに成功した． 
くわえて, 四分平面上の2次元反射型ラン

ダムウォークに対する QBD 近似について，あ
る技術的な条件のもとで，定常分布の誤差上
界を示した. 

(3) 正規化基礎行列による BHMCの数値計算 

  「2. 研究の目的」で述べたように, 当初, 
下記 2つの課題に取り組む予定であった.  



① レベル依存 QBD に対する一般化切断法の
誤差評価 

② 再試行と途中退去のある M/M/c 待ち行列
に対する裾漸近特性を考慮した数値計算
法の開発 

しかし, 前項(2)で述べた研究成果を得る
過程で, 一般化切断法は, 最終列ブロック
増大切断に対して, 近似精度の点で, 特段
の優位性をもたないと判断するに至った. 
そこで, 上記課題①, および, その成果を
前提とした課題②に替えて, 関連する課題
「正規化基礎行列による BHMC の数値計算」
に取り組むことにした. 
  正規化基礎行列とは, 可算状態空間上の
エルゴード的なマルコフ連鎖に対して定義
されるものであり, 研究代表者が導入した.  
正規化基礎行列は確率行列であり，その各

行には，元の推移確率行列に対する単一列増
大切断(ブロック増大切断の特別な場合)の
定常分布が現れる．この事実を利用して，正
規化基礎行列の極限公式を示した． 
  さらに，得られた極限公式を用いて，下方
BHMC (レベル依存 QBD を含む)や，その特別
な場合である GI/M/1 型マルコフ連鎖の定常
分布に関する行列無限積解を導出し，その数
値 計 算 ア ル ゴ リ ズ ム を 構 築 し た
(arXiv:1603.07787)． 
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