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研究成果の概要（和文）：代数的連結度・クラスタ係数・媒介中心性・平均頂点間距離等の特徴量に基づくネッ
トワーク構造最適化問題を考察した．代数的連結度最大または極大グラフ，平均局所クラスタ係数極大グラフ，
大域クラスタ係数最大グラフなどを理論解析によって導出するとともに，媒介中心性や平均頂点間距離に基づく
ネットワーク構造最適化のための様々なアルゴリズムを開発した．また，ネットワークの代数的連結度の分散計
算法や，ネットワークのコミュニティ検出のための非負値行列因子分解の高速計算法の開発を行った．

研究成果の概要（英文）：We studied the problem of optimizing the network topology based on various 
measures such as the algebraic connectivity, the clustering coefficient, the betweenness centrality,
 the average shortest path length, and so on. We not only derived the algebraic connectivity 
maximizing (or locally maximizing) graphs, the clustering coefficient locally maximizing graphs, and
 the global clustering coefficient maximizing graphs through theoretical analysis, but also 
developed various algorithms for optimizing the network topology based on the betweenness centrality
 and the average shortest path length. We also developed some decentralized algorithms for computing
 the algebraic connectivity, and some fast methods for nonnegative matrix factorization to solve the
 problem of community detection. 

研究分野：情報数理工学
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１． 研究開始当初の背景 
 

 代数的連結度に基づくネットワーク構造
最適化に関する研究が広い分野で注目を集
めている．代数的連結度はグラフの連結度を
表す指標の一つであり，ラプラシアン行列の
2 番目に小さい固有値として定義される．例
えば，制御工学の分野ではマルチエージェン
トネットワークにおける合意問題が精力的
に研究されており，代表的な合意形成アルゴ
リズムの収束速度が代数的連結度によって
決まることから，何らかの制約条件の下で代
数的連結度を最大にするネットワーク構造
を求めることが重要な課題となっている．ま
た，計算機科学や交通工学の分野では，事故
や攻撃に対して頑健な計算機ネットワーク
や航空路線網を設計するのに代数的連結度
を利用する試みが行われている．さらに，応
用数学や離散数学の分野でも，各種グラフの
代数的連結度の理論解析や，辺の張り替えに
よる代数的連結度の最大化に関する研究が
数多く行われている． 
 一方，インターネット，World Wide Web，
電力線網，友人関係のネットワーク，神経回
路網，遺伝子ネットワークなどの現実社会に
存在する大規模かつ複雑なネットワークを
対象とする複雑ネットワーク科学の分野で
は，平均頂点間距離，直径，クラスタ係数，
次数分布等の指標を用いてネットワークの
構造を解析したり，中心性とよばれる指標に
よって各頂点の重要度を決定したりするこ
とが行われてきた．また，多くのネットワー
クに共通する性質としてスモールワールド
性やスケールフリー性といった概念が提唱
され，それらの性質を有するモデルも数多く
提案されてきた．しかしながら，ネットワー
クの構造最適化という観点から見ると，多く
の基本的問題が未だに解決されていない． 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は，多様な指標に対応可能な
ネットワーク構造最適化手法を開発するこ
とである．ネットワーク構造の微小な変化
（例えば 1 頂点の削除，1 頂点の追加，1 辺
の削除，1辺の追加，1辺の張り替え，2辺の
同時張り替え等）に対する各指標の変化量を
理論解析によって明らかにし，そこで得られ
た知見を利用して指標ごとのネットワーク
構造最適化手法を開発する．また，各手法の
計算量や提案手法によって得られる構造の
特徴を理論解析によって明らかにする．最後
に，指標ごとの最適化手法を融合させて統一
的なネットワーク構造最適化手法を構築す
る．そのためには，指標間の関係解明や各構
造最適化手法に共通する普遍原理の抽出が
重要となる． 
 
３．研究の方法 
 

代数的連結度，平均頂点間距離，クラスタ係
数，媒介中心性等の各指標について，ネット
ワーク構造の微小な変化に対する変化量を
理論解析によって明らかにするとともに，そ
れを利用したネットワーク構造最適化手法
を開発する．具体的なテーマは以下の通りで
ある． 
(1) 代数的連結度最大グラフの解析と設計 
(2) 代数的連結度の分散計算法の開発 
(3) クラスタ係数最大または極大グラフの
解析と設計 

(4) 構造変化に対応可能な媒介中心性の効
率的計算法の開発 

(5) 短い平均頂点間距離をもつ正則グラフ
の解析と設計 

(6) コミュニティ検出のための非負値行列
因子分解の高速計算法の開発 

 
４．研究成果 
 
研究の方法で述べた6個のテーマのそれぞれ
について，本研究によって得られた成果を述
べる． 
 
(1) 代数的連結度は，グラフの結びつきの強
さを表す指標の一つであり，ラプラシアン行
列の2番目に小さい固有値として定義される．
本テーマでは，頂点数，辺数，次数列等に関
する条件の下で代数的連結度を最大または
極大にするグラフを求める問題について考
察した．ここで極大とは，頂点数と辺数が指
定された場合には，一辺をどのように張り替
えても代数的連結度が増えないことを意味
し，次数列が指定された場合には，次数列を
一定にしたまま二辺をどのように張り替え
ても代数的連結度が増えないことを意味す
る．第一の成果は，星グラフ，星グラフに少
数の辺を追加したグラフ，ある条件を満たす
完全2部グラフが代数的連結度最大グラフで
あることと，閉路グラフ，完全 2 部グラフ，
ある条件を満たす巡回グラフが代数的連結
度極大グラフであることを証明したことで
ある．この成果は IEEE Transactions on 
Control of Network Systems に掲載された．
第二の成果は，正則な完全多部グラフとそれ
に少数の辺を追加したグラフが代数的連結
度最大グラフであることを証明したことで
ある．尚，完全 2部グラフが代数的連結度最
大グラフであるという予想が他の研究者に
よって与えられており，上記の成果はこの予
想と密接な関係をもっている． 
 
(2) 本テーマでは，各エージェントが自身の
属するネットワークの代数的連結度を分散
的に計算する方法を開発した．これを用いれ
ば，多数のエージェントが連結性を保ったま
ま（すなわち群れを形成したまま）移動する
ことが可能になる．先行研究として，Yang ら
によって提案された連続時間計算法がある
が，この方法では各エージェントが他のすべ



てのエージェントの状態値の平均を瞬時に
求められるという仮定が用いられているた
め，真に分散的とはいえない．本研究の第一
の成果は，Yang らの方法と Spanos らの動的
平均合意アルゴリズムを組み合わせた真に
分散的な代数的連結度計算法を提案し，その
妥当性を理論的に証明したことである．第二
の成果は，離散時間で動作する真に分散的な
代数的連結度計算法を提案し，その妥当性を
数値実験で確認したことである（理論解析に
よっても多くの成果が得られたが，妥当性の
完全な証明には至っていない）．第三の成果
は，Yang らの方法の離散時間版を理論的に解
析し，代数的連結度が正しく求められるため
の十分条件を導出したことである． 
 
(3) クラスタ係数はネットワークがどの程
度クラスタ化されているかを表す特徴量で
あり，ネットワークに含まれる三角形が多い
ほど 1に近い値をとり，少ないほど 0に近い
値をとる．クラスタ係数の定義には，Watts
と Strogatz によって提案された平均局所ク
ラスタ係数と，Newman らによって提案された
大域クラスタ係数の 2種類がある．本研究で
は，まず，指定された次数列をもつグラフの
中で平均局所クラスタ係数を極大にするも
のを求める問題について考察し，次数列を変
えずに二辺を張り替えるときのクラスタ係
数の変化量を陽に与えるとともに，それを利
用して上記の性質を有するグラフの具体例
をいくつか示した．木の各辺を同じ頂点数か
らなるクリークに置き換えて得られるグラ
フはその一例である．これらの成果は
Discrete Applied Mathematics に掲載された．
次に，指定の頂点数と辺数をもつグラフの中
で大域クラスタ係数を最大にするグラフを
求める問題を理論的に考察した．特に，辺数
と頂点数の差が小さい場合に着目し，差が 6
以下の場合については問題を完全に解決し
た．例えば，差が 6 の場合には，5 頂点から
なるクリークと三角形（3 頂点からなるクリ
ーク）が道でつながったグラフが大域クラス
タ係数最大グラフとなる． 
 
(4) ネットワークの各頂点の重要度を測る
指標の一つに媒介中心性がある．ある頂点の
媒介中心性は，ネットワーク内のすべての 2
頂点間の最短経路のうち，その頂点を通るも
のの割合が高いほど高い値をとる．故障や攻
撃に対する頑健性の観点から，すべての頂点
の媒介中心性は近い値をとることが望まし
い．そこで本テーマでは，指定頂点の媒介中
心性を最も大きく減少させる辺挿入位置を
求める問題について考察し，挿入位置を求め
るための高速アルゴリズムを開発した．まず，
1 辺の挿入による任意の 2 頂点間の最短経路
長と最短経路数の変化量を解析し，その陽な
表現式を導出した．次に，その結果を用いて
上記の問題を解くアルゴリズムを開発した．
ランダムグラフとスケールフリーグラフに

それを適用したところ，媒介中心性の代表的
高速計算法であるBrandesの方法を単純に利
用する場合に比べ，計算時間が大幅に短いこ
とが判った． 
 
(5) 本テーマでは，与えられた頂点数と次数
の下で平均頂点間距離を最小にする無向正
則グラフを求める問題に取り組んだ．高性能
計算に利用される計算機ネットワークはし
ばし無向正則グラフでモデル化され，その平
均頂点間距離はデータ通信の遅延と密接に
関係する．したがって，上記の問題は低遅延
計算機ネットワークを実現するための重要
な課題となる．本研究の第一の成果は，一般
化 de Bruijn グラフに基づく無向 3正則グラ
フおよび無向4正則グラフの構成法を提案し，
その妥当性を理論的に証明したことである．
一般化 de Bruijn グラフは短い平均頂点間距
離をもつ有向グラフであるから，その考えを
利用すれば短い平均頂点間距離をもつ無向
正則グラフが構成できると期待されたが，得
られたグラフの平均頂点間距離や直径を調
べたところ，ランダム正則グラフよりも長い
ことが判った．構成法の一部を変更するなど
の改良が必要である．本研究の第二の成果は，
一般化Mooreグラフを求める効率的アルゴリ
ズムを開発し，それを利用して多くの一般化
Moore グラフを発見したことである．一般化
Moore グラフとは平均頂点間距離が理論的下
界に等しいグラフのことであるが，頂点数と
辺数の値の組によっては存在しないことが
わかっている．本研究では次数が 7で頂点数
が 50 の一般化 Moore グラフを発見した． 
 
(6) 複雑ネットワークの分析において，与え
られたネットワークからコミュニティを自
動的に検出することは重要な課題である．こ
の問題は非負値行列因子分解として定式化
できることが知られており，その反復解法も
他の研究者によって提案されている．本テー
マでは，コミュニティ検出のための非負値行
列因子分解の高速解法を開発した．本研究の
第一の成果は，無向ネットワークから導出さ
れる非負値行列因子分解に対し，階層的交互
最小二乗法に基づく高速解法を開発したこ
とである．第二の成果は，有向ネットワーク
から導出される非負値行列因子分解に対し，
Cardano の公式に基づく高速解法を開発した
ことである．いずれの方法も計算時間が既存
の解法に比べて大幅に短いことが実験的に
確認されている．尚，このテーマに関連する
成果として，階層的交互最小二乗法の大域収
束性条件を導出した．これは IEICE 
Transactions on Fundamentals of 
Electronics, Communications and Computer 
Sciences に掲載された． 
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