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研究成果の概要（和文）：ベイズ推測において統計モデルと事前分布の最適化のための規準として周辺尤度と汎
化誤差が知られているが、その相違について十分には明らかにされていなかった。本研究では主に４つの研究成
果が得られた。(1)事後分布が正規分布で近似できるとき、WAICと交差検証を最小化するハイパーパラメータは
平均汎化誤差を最小化する値に近づくが周辺尤度の最大化では近づかない。(2)事後分布が正規分布で近似でき
ない例として非負値行列分解の汎化誤差と周辺尤度を解明した。(3)同じ問題設定において変分自由エネルギー
の漸近挙動を解明した。(4)混合正規分布の最強検定を与える自由エネルギーの定数オーダー項の分布を導出し
た。

研究成果の概要（英文）：In Bayesian statistics, two criteria, the generalization error and the 
marginal likelihood are well known for optimizing a model and a prior, however, their difference was
 not clarified.In this research, the following four results were obtained, (1) If the posterior can 
be approximated by a normal distribution, the optimal hyperparameters for WAIC and cross validation 
converge to the parameter that minimizes the average generalization error, whereas the parameter 
which maximizes the marginal likelihood does not. (2) Nonngeative matrix factorization is an example
 of singular statistical models, whose asymptotic generalization error and marginal likelihood were 
clarified. (3) its variational free energy was also clarified, (4) The asymptotic ditribution of the
 constant order term of the free energy, which is necessary to construct the most powerful test in 
Bayesian statistics, was clarified. 

研究分野： 情報数理

キーワード： 情報量規準　交差検証　周辺尤度　WAIC　WBIC

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
データの分析において統計モデルと事前分布をどのように設計したらよいかという問題は実社会においても常に
必要になる課題である。この課題に対して情報量規準、交差検証、周辺尤度は、既に広く実用に用いられている
が、それらの相違については必ずしも明確にはされていなかった。本研究により、次のことが明らかになった。
(1)WAICと交差検証の最小化は平均汎化誤差を最小にするが、周辺尤度最大化ではそうならない。(2)非負値行列
分解における汎化誤差と周辺尤度の漸近挙動の上界の値を求めることができる。(3)そのモデルの変分自由エネ
ルギーの値を知ることができる。(4)混合正規分布のベイズ最強検定を作ることができる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 
 
ある確率分布が存在し、その確率分布に独立に従う確率変数の有限個の集合をサンプルという。
サンプルから確率分布（以下では真の分布と呼ぶ）を推測することを統計的推測という。統計的
推測を行う方法には様々なものがあるが、統計モデルと事前分布を用意することで定まる事後
分布により統計モデルを平均として定義される予測分布を推測の結果とする方法をベイズ推測
という。真の分布からみた予測分布との誤差は、設定された統計モデルと事前分布に依存する。
この誤差を定量的に調べる際に用いられる指標として汎化誤差と周辺尤度が知られているが、
二つの指標の数学的な性質を明らかにすることは、統計学の理論的な基盤として大切であるだ
けではなく、統計学が応用される領域におけるモデルの評価や選択においても重要な役割を果
たすことが期待されていた。 
 
２． 研究の目的 
 
本研究では、ベイズ推測において（真の分布、統計モデル、事前分布）の三組を固定したときに、
汎化損失と周辺尤度の確率的な挙動を明らかにする。また、真の分布を固定したとき、統計モデ
ルあるいは事前分布の候補が複数であるときに汎化損失と周辺尤度のそれぞれを最小化する方
法により統計モデルあるいは事前分布を選ぶ方法の性質を数学的に解明する。 
 
３． 研究の方法 
 
まず問題の設定を説明する。 
 
実ユークリッド空間上の確率密度関数 q(x) に独立に従う n 個の確率変数 X1,X2,…,Xn の集合
を Dn と書いてサンプルと呼ぶ。サンプルが与えられたとき q(x) の推測を行うという問題を考
える。パラメータ w に対して定義される x の確率密度関数 p(x|w) を統計モデルあるいは学
習モデルという。またパラメータの集合上に定義された確率密度関数φ(w)を事前分布という。
与えられたサンプルと統計モデルおよび事前分布に対して事後分布 p(w|Dn) を定義し、事後
分布による平均と分散を Ew と分散 Vw と表記する。統計モデル p(x|w) を事後分布を用いて
平均することで得られる Ew[p(x|w)]を p(x|Dn) と書いて予測分布という。汎化損失 G、学習
損失 T、汎関数分散 V 、情報量規準 W、交差検証 C を次の式で定義する。 
 
         G = ― Ex [ log p(X|Dn) ], 
                  T = ― (1/n) Σ log p(Xi|Dn), 
                  V =  (1/n) Σ { Vw[ (log p(Xi|w))2] - Vw[ log p(Xi|w) ]2 }, 
                  W= T+V, 
                  C= (1/n) Σ log Ew[1/p(Xi|w) ]. 
 
このとき W,C のサンプルに関する平均は G のサンプルに関する平均と漸近的に等しくなるこ
とが知られている。すなわち、サンプルの現れ方に関する平均を E[ ]と書くことにすると 
 
                 E[W]=E[G]+O(1/n2), 
                 E[C]=E[G]+O(1/n2), 
 
が成り立つ。また周辺尤度 Z と自由エネルギーＦを次式で定義する。 
 
         Z = ∫φ(w)Πp(Xi|w) dw, 
              F= ― log Z. 
 
以上のように定義されたＷ，Ｃ，F は（統計モデル、事前分布）の組の汎関数であると考えるこ
とができ、Ｗ，Ｃ，Ｆのいずれかを最小とするように（統計モデル、事前分布）を最適化する方
法が統計学および機械学習においてしばしば用いられている。しかしながらＣ，Ｗ，Ｆの最小化
は一般には等価ではなく，それらがどのように異なるかについては十分には調べられていなか
った。 
 
本研究では、上記の問題を解決するために、次の点を解明する方法を用いた。 
(1)事後分布が正規分布で近似できる場合において C,W,F による事前分布の最適化の相違を比
較する。 
(2)事後分布が正規分布で近似できないモデルの例として非負値行列分解を考察し、その実対数
閾値を解明し、C,W,F の漸近挙動を比較する。 
(3)非負値行列分解の統計的推測の方法として変分ベイズ法を用いた場合の漸近挙動を求めてベ
イズ法の場合と比較する。 
(4)ベイズ法を用いた統計的検定においてはＦの分布を調べ有意水準に対応する棄却域を定める



必要があるが、正則でないモデルの例として混合正規分布におけるＦの確率分布を解明する。 
 
４．研究成果 
 
研究目的(1)～(4)に合わせてそれぞれの研究成果を説明する。 
(1) 事後分布が正規分布で近似できる場合に事前分布を最適化するという問題を考察し、次の結

果が得られた。事前分布がハイパーパラメータをもち、ハイパーパラメータを最適化すると
いう場合を考える。 
(1.1) ハイパーパラメータを W が最小になるように定めた場合、そのハイパーパラメータ

は、n が大きくなるにつれて E[G]を最小化する値に収束する。 
(1.2) ハイパーパラメータを C が最小になるように定めた場合、そのハイパーパラメータ

は、n が大きくなるにつれて E[G]を最小化する値に収束する。 
(1.3) ハイパーパラメータを F が最小になるように定めた場合、そのハイパーパラメータ

は、n が大きくなっても E[G]を最小化する値に一般には収束しない。 
(1.4) Ｇを最小化するハイパーパラメータは n が大きくなってもある固定の値には収束し

ない。すなわちＧを最小化するパラメータは E[G]を最小化するパラメータに近づか
ない。従って(1.1),(1.2),(1.3)のいずれの場合も、Ｇは最小化されない。 

(1.5) W を最小化するハイパーパラメータと C を最小化するハイパーパラメータは漸近的
な挙動は等しいが、具体的な例による実験ではＷを最小化するほうが分散が小さい
ことが多い。 
 

(2) 統計モデルが正則であってもなくても、Ｇ、Ｗ，Ｃ，Ｆは次の漸近挙動を持つことが知られ
ている。 
        E[G]=S+λ/n +o(1/n), 
        E[W]=S+λ/n +o(1/n), 
        E[C]=S+λ/n +o(1/n), 
        F=nSn+ λlog n –(m-1)loglog n +Op(1). 
 
ここで S,Sn はそれぞれ真の分布のエントロピー、経験エントロピーであり、λは実対数閾
値であり、ｍはその多重度である。非負値行列分解ではこの値が不明であったが、本研究に
おいて次のように上界が与えられた。M×Nの非負値行列のサンプルが与えられて M×Hの非
負値行列と H×Nの非負値行列の積に統計的に分解するとき 
 

         λ≦(1/2){(YH-H0)min(M,N)+H0(M+N-1)} 
 
  であることが解明された。ここで H0は真の行列のランクである。 
 
(3) ベイズ推測は事後分布を実現するために多大な演算量を必要とすることが多く、少ない演算

量で事後分布を近似する方法として変分ベイズ法（平均場近似法）が知られている。変分ベ
イズ法によって得られる変分ベイズ自由エネルギーは非負値行列分解では不明であったが、
本研究により,パラメータの事前分布が原点の近傍で零に近づかない場合には 
 
       Ｆ＝(1/2)(M+N)H log n + op(log n) 
 
であることが解明された。また原点の近傍で零に近づく場合に生じる相転移についても解明
することができた。 
 

(4) ベイズ推測における検定では、自由エネルギーは最強検定を与えることが知られているが、
自由エネルギーを用いた検定では自由エネルギーの定数オーダーの項が従う確率分布が必
要となるため、正則でないモデルにおける検定統計量を作ることは困難であった。本研究で
は混合正規分布における検定統計量が、平均と分散の推定量から計算が可能であることを明
らかにした。 
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