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研究成果の概要（和文）：本研究では実務への適用を意識し、最適資産配分戦略、リタイアメント・プランニン
グ、株式の最適執行戦略に対する多期間最適化モデル、最適ペアトレード戦略のための最適リバランスモデルを
構築し、分析を行った。また、これらに用いることができるフォワード・ルッキングな収益率を推定するため
に、Ross(2015)のリカバリー定理およびJensenら(2017)の一般化リカバリー定理をもとにインプライド分布をリ
スク調整して、その実分布を安定的に推定する方法に関する研究を行った。

研究成果の概要（英文）：In this paper, we formulate the practical models for optimal asset 
allocation, retirement planning, optimal execution strategy of stocks, and optimal pair trading 
strategy, respectively.  We examine the numerical examples for above-mentioned models.  We estimate 
the implied distribution in order to estimate forward looking distribution, and develop the method 
of estimating the real world distribution stably, through the risk adjustment based on the Ross 
recovery theorem(2015) and the generalized recovery theorem by Jensen et al.(2017).

研究分野： 金融工学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
年金基金の効率的な運用や投資信託の設

計など、投資家はリスクとリターンを考慮し
て投資戦略を決定する必要がある。期間中の
リバランスを前提とした資産運用に対応す
るためには、定期的に（たとえば 1 年ごとに）
資産の状態に応じて資産配分戦略を変更す
る（定期リバランスを行う）ことが望ましく、
多期間最適化モデルが適している。一方、何
らかのトリガー（条件）をもとにリバランス
を行う投資ルールに基づく運用戦略を実行
する場合、リバランス間隔は不定期になるた 
め、DFO(Derivative Free Optimization: 微
分を用いない最適化)手法を適用するモデル
化が有用である。一方、これらのモデルに対
して利用できるシナリオ生成のためには、資
産の収益率を推定することも重要である。 
 
２．研究の目的 
本研究では実務への適用を意識して、様々

な問題に対する最適リバランス戦略モデル
を構築し、分析を行う。定期リバランスと不
定期リバランスの二つの側面からいくつか
のモデルを構築する。また、フォワード・ル
ッキングな収益率分布を推定する方法に関
する研究も行う。 
(1) 定期リバランス 
最適資産配分戦略、リタイアメント・プラン
ニング、株式の最適執行戦略に対する多期間
最適化モデルを構築し、分析を行う。 
(2) 不定期リバランス 
最適ペアトレーディング戦略のための最適
リバランスモデルを構築する。DFO 手法を
利用してモデル化を行い、分析を行う。 
(3) 収益率分布の推定 
リカバリー定理および一般化リカバリー定
理に基づき、先験情報を用いて安定的に収益
率の実分布を推定する方法を開発する。 
 
３．研究の方法 
(1) 最適資産配分戦略 
モンテカルロ・シミュレーションを用いた

多期間ポートフォリオ最適化問題において、
リスク尺度として条件付きバリュー・アッ
ト・リスク(CVaR)を用いた場合に、状態に依
存した資産配分を可能にする区分線形モデ
ルを提案する。まずはじめに、混合型モデル
を用いて、最適資産配分はバリュー・アッ
ト・リスク(VaR)を境にした富（状態）の関
数になることを明らかにする。この知見を利
用して、投資比率を富の区分線形関数として
定式化を行う。最終期待富から CVaR の定数
倍を引いた値を目的関数として設定し、キャ
ッシュ・フロー制約式のもとで最適化問題を
定式化する。このモデルは非凸非線形計画問
題として定式化されるため、反復アルゴリズ
ムによる解法を開発し、実務で使える５資産
問題で求解を行い、分析を行う。 
(2) リタイアメント・プランニング 
退職後の家計には長生きリスク、インフレ

リスク、医療費の増大リスクなど様々なリス
クがある。これらを回避するために、モンテ
カルロ・シミュレーションを用いた多期間最
適化モデル（混合型モデル）を構築し、富に
依存した最適資産配分および私的年金戦
略・消費計画を導出する。また、長生きリス
クを評価するには生命表の推計が重要であ
る。そこで、Lee-Carter 法を用いて日本人
の将来死亡率を予測し、その生存率に個人の
属性を依存させるために、枇々木・西岡
(2010) による主観的健康感の分析結果を反
映させた死亡率推定モデルを構築する。期待
消費、遺産動機、下方リスクを考慮した目的
関数を設定し、キャッシュ・フロー制約式の
もとで最適化問題を定式化する。リスク資産
と無リスク資産の 2資産を対象資産とし、富
に依存した区分線形関数として消費関数を
設定する。私的年金の導入効果や主観的健康
感ごとの死亡率の感度分析、インフレ率や制
度変更に対する数値分析を行う。 
(3) 株式の最適執行戦略 
自身の執行（執行注文量）により発生する

マーケットインパクトコストと注文の先延
ばし（未執行注文量）により発生するタイミ
ング・リスクのトレードオフを考慮した成行
注文に対する最適執行戦略モデルを構築す
る。期待執行コストと下方リスク尺度(下方
部分積率)の加重和を目的関数として設定し、
混合型モデルを用いて、累計執行コストと最
適残存注文割合の関係を明らかにし、その関
係を利用して区分線形モデルを構築する。さ
らに、限定的な条件のもとで問題を解析的に
取り扱うことによって、区分中心点に相当す
る累計執行コストを導出する方法を示す。マ
ーケットインパクト（以降、MI）として、一
時的／恒久的 MIと過渡的 MIの場合の定式化
をそれぞれ行う。この問題も非凸非線形計画
問題として定式化されるため、反復アルゴリ
ズムを用いて近似解を得るための解法を開
発する。 
(4) 最適ペアトレード戦略 
ペアトレード戦略とは、類似した 2つの資

産の価格差（スプレッド）に着目し、何らか
の要因によりスプレッドが一時的に乖離し
た状況において、その乖離が収斂することを
期待してポジションを構築する投資手法で
ある。現実的な運用ルールを設定し、それに
利用するパラメータを決定変数として、パフ
ォーマンスを評価する目的関数を定義する。
具体的には、実証的研究の多くが利用してい
る手法で閾値を一定の値とする「コンスタン
ト投資戦略」と、時間とともに閾値が大きく
なり、ポジションを構築しにくくなる「時間
依存投資戦略」による取引ルールに対して、
ポジション構築および解消閾値を決定変数
とした最適化モデルを構築する。この問題を
求解するために、各シミュレーションパスで
目的関数を評価するプロセスを最適化問題
として定義し、DFO 手法を用いる。単一ペア
および複数ペアを用いて現実的な資産運用



状況を意識した下で最適なペアトレード戦
略を構築する。 
複数ペアの場合、単一ペアに比べてより規

模の大きい非連続変数を含むシミュレーシ
ョン型の最適化問題となるため、この問題を
効率的に求解するアルゴリズムが必要であ
る。本研究では以下のような計算負荷を小さ
くする 2種類のアルゴリズムを提案する。 
①アルゴリズム１: Separated Problem(SP) 
基礎分析の結果得られた以下の 2 つの特性
を利用したアルゴリズムを提案する。 
・最適閾値を求める問題と最適配分ウェイ
トを求める問題は独立に扱っても、ほとん
ど最適解に影響はしない。 

・複数ペアを同時に扱うのと単独に扱うの
では、ほとんど最適閾値は変わらない。 

②アルゴリズム 2: Iterative Approach(IA) 
さらに、最適構築閾値をスプレッドボラテ
ィリティの関数で表現する一方で、最適解
消閾値はゼロと仮定する。シミュレーショ
ン型最適化モデルの解は、静的な平均・分
散モデルの解と大きくは変わらないと仮定
した上で、アルゴリズムを開発する。 

(5) 収益率分布の推定 
① リカバリー定理による分布推定 
資産配分やリタイアメント・プランニング

などの最適化モデルで最適戦略を導出する
ためには、適切に資産収益率分布を推定する
ことが極めて重要である。フォワード・ルッ
キングな収益率として、オプション価格から
推定されるインプライド分布があるが、これ
はリスク中立分布であるため、リスク調整し
て実分布を推定する必要がある。リスク調整
によって実分布を推定する方法として、
Ross(2015) が提案したリカバリー定理
(recovery theorem)を用いる方法があるが、
インプライド分布から生成される状態価格
行列の条件数が極めて大きくなるため、非適
切問題となり、安定的に推定できないという
問題点がある。そこで、本研究では、リスク
中立分布を先験情報として利用することに
よって、従来手法（Tikhonov 正則化法）より
も精度良く推移状態確率行列を求め、実分布
を安定的に推定する方法を提案する。 
実データを用いると真の収益率分布と比

較が困難なため、仮想データを使用して、
Kullback-Leibler 情報量(以下、KL 情報量)
を使って客観的に推定精度を評価する。 
② 一般化リカバリー定理による分布推定 
リカバリー定理は状態推移に関して斉次

マルコフ性を仮定している。この仮定の無い
形へ一般化することによって、その仮定に起
因するバイアスを解消した一般化リカバリ
ー定理(generalized recovery theorem)が
Jensen, Lando, and Pedersen(2017)によっ
て提案された。しかし、この方法でもリカバ
リー定理と同様に、実分布の推定の過程で非
適切問題が出現するため、得られる推定値は
不安定になる。そこで、先験情報を考慮した
正則化項を設定することによって、精度の高

い推定値を得る方法を提案し、Jensen ら
(2017)の従来手法と比較する。 
 
４．研究成果 
研究の方法に合わせて、それぞれの研究成

果を示す。 
 
(1) 最適資産配分戦略 
  状態依存の意思決定が可能なモデルを構
築するために、3資産(2 つのリスク資産と無
リスク資産)で 25ノードの混合型モデルの各
時点の富と投資比率を調べる。信頼水準 80%、
5万パスの結果を図 1に示す。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
図 1: 富の水準と投資比率の関係 

初期富( )から最終富のVaRを引いた値の
水準で最も投資比率が小さく、それを境にし
て富が離れるほど、投資比率が大きくなる傾
向が見られた。この知見を利用して、CVaR を
用いたモデルに対する投資量関数として、投
資比率が富の区分線形関数となるように設
定し、問題を解く。数値分析として、5資産(内
株、外株、内債、外債, 現金)を対象とした 3
期間問題を解く。CVaR の信頼水準は 80%、パ
ス数は 1万本とする。最適資産配分を図 2に
示す。左から、ノード数が 1 つの混合型 N1
モデル（シミュレーション型モデル）、ノー
ド数が 4 つの混合型 N4 モデル、区分線形モ
デルの結果を示す。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

図 2: 最適資産配分 

 



区分線形モデルの目的関数値は混合型モ
デルよりも改善されるとともに、実際の運用
においても明示的に富の関数として、状態に
応じた投資決定(投資比率) を示すことが可
能となった。 
 
(2) リタイアメント・プランニング 
 世帯主、配偶者がともに 65 歳で、計画期間
を 30 年間、株式への投資期間を 10 年間、1
年を 1期間とする 30期間モデルを構築する。
株式、現金、私的年金（男・女）を対象にし
た初期時点および1時点の株式と現金への最
適資産配分を図 3に示す。 

 
 
 
 
 
 
 
 

図 3: 最適資産配分 

1 時点の資産配分は富に依存して決定する
ことが分かる。主観的健康感によって期待さ
れる生存率が異なるので、私的年金や資産配
分も異なることが予想される。図 4に示すよ
うに、世帯主(男性)3 種類、配偶者(女性)2
種類の 6種類の組み合わせに対する初期時点
の私的年金を調べたところ、主観的健康感が
私的年金の購入額に影響を与え、主観的健康
感が悪くなる(生存率が低くなる)ほどその
購入額は下がることが分かった。 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
世帯主 良 良 普 普 悪 悪 
配偶者 良 悪 良 悪 良 悪 

図 4: 主観的健康感と投資決定 

(3) 株式の最適執行戦略 
  一時的／恒久的 MI のもとで下方リスクを
考慮した多期間最適執行戦略モデルを構築
した。混合型モデルを用いて関数形の特徴を
見いだすために、図 5に累計執行コストと残
存注文割合の関係を示す。最適解となる残存
注文割合が累計執行コストの水準に対し，あ
る値（区分中心点と呼ぶ）で最小となり、そ

の境から離れるほど大きくなり，累計執行コ
ストの大きいときと小さいときには残存注
文割合がフラットになるショートバタフラ
イ型（以降，SB 型）の形状となること、さら
に区分中心点がターゲットコストを調整し
た値であることなど、関数形のいくつかの特
徴を見いだした。区分中心点の導出には理論
的な解析モデルから得られた知見を応用し
た。さらに、過渡的 MI のもとで最適化モデ
ルを構築し、累計執行コストと残存注文割合
の関係を確認した結果、一時的／恒久的 MI
と同様に SB 型となることを確認した。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

図 5: 累計執行コストと残存注文割合の関係 

  市場データを用いてパラメータの推定を
行い、分析も行った。流動性が高いソフトバ
ンクと流動性が低い NTT ドコモを対象に、2
つの MI モデルに対する結果を図 6に示す。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
図 6: 市場データを用いた分析 

流動性が高いと MI が小さいため、ソフト
バンクは V字の形状は大きくなるが、流動性
が低い NTTドコモは V字の形状は小さくなる。
また、減衰速度が速いと一時的／恒久的 MI
の場合と似てくるため、減衰速度が速いソフ
トバンクではモデル間の差は小さい。一方、
NTT ドコモは減衰速度が遅いため、モデル間
の差が大きいことが分かった。 
 
(4) 最適ペアトレード戦略 

① 単一ペアの場合 
トヨタ自動車と豊田自動織機を対象とし

て、2012 年度の株価を用いてパラメータを推



計し、DFO 手法を用いて最適なポジション構
築閾値( )および解消閾値( )を求めた。期
間を 3カ月と 12 カ月として、1日でのリバラ
ンスを想定した場合のコンスタント戦略に
対する結果を表 1に示す。 

表 1：コンスタント戦略における最適閾値 

 
 
 
 

 
  分析期間とリバランス間隔に関する感度
分析を行ったところ、リバランス間隔が大き
いほど(連続的な取引ができなくなるため)、
分析期間が長いほど、ポジション構築/解消
閾値は小さくなることが分かった。また、ポ
ジション解消閾値は表 1と同様に、ほぼゼロ
になる（感度は低い）ことも分かった。 

② 複数ペアの場合 
 2014 年度の実際の日次株価を用いて 10 ペ
アのパラメータを推計し、DFO 手法を用いて
最適なポジション構築および解消閾値を求
めた。まずはじめに、ペア数を変化させて各
アルゴリズムで問題を求解し、目的関数と計
算時間を評価した。乱数シードを変えて 10
パターンの計算を行い、平均をとった。紙面
の都合上、結果は省略するが、オリジナルの
問題では6ペア以上の問題は求解できないの
に対し、提案した手法は 10 ペアまで求解で
きた。特にアルゴリズム 1(IA)はアルゴリズ
ム 2(SP)に比べて、10 ペアでも計算時間が半
分となっており、実用に耐えうる時間で解く
ことができている。提案したヒューリスティ
ックアルゴリズムはすべてのケースで目的
関数がほぼ一致しており、計算精度を維持し
たままで大規模な問題に対しても計算時間
を短縮することができた。 

(5) 収益率分布の推定 

① リカバリー定理(RT) 
  仮想データを使用し、KL情報量を使って評
価する。Ross(2015) による方法（基本的な
方法）、リスク中立分布、Tikhonov 法、提案
法の 4つの手法の推定精度を比較する。横軸
に正規化パラメータ(対数)、縦軸に KL 情報
量(対数)を取り、各手法の結果を図7に示す。
Tikhonov 法、提案法は正則化パラメータに依
存する。Tikhonov 法と提案法はともに、正則
化パラメータが小さいと推定精度が悪いが、
大きくしていくとリスク中立分布よりも推
定精度が高くなり、先験情報を用いることは
有効であることが分かる。Tikhonov 法に比べ
て提案法の推定精度が高く、提案法は優位で
あることが分かる。また、図 7の右に、基本
的な方法と提案法によってそれぞれ得られ
る収益率分布の結果を示す。基本的な方法か
ら推定される分布が不安定であるのに対し、

提案法は安定的な分布を推定できることが
分かる。 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

図 7: 正則化パラメータと KL 情報量の関係 

② 一般化リカバリー定理(GRT) 
  リカバリー定理と同様に仮想データを使
用し、KL 情報量を使って評価する。Jensen
ら(2017)による方法（従来の方法）と提案法
の推定精度を比較する。図 8に従来の方法と
提案法によって得られる収益率分布、ならび
に仮想データ、先験情報として使われる分布
の結果を示す。提案法は従来の方法に比べて、
安定的な分布を推定できることが分かる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

図 8: 収益率分布の推定 
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