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研究成果の概要（和文）：本研究では，反応拡散方程式系のフィッツフーー南雲モデルや拡張したファンデルポ
ール方程式をモデルに，分岐点近傍に複数の定常解が共存する場合に，かなり大きなランダムなノイズを加えな
がら安定状態を空間的に同時に与える新規の初期条件作成スキームを開発することにより，複数の安定解が空間
内で不均一に共存する安定構造を持つ解(d-LCBS)を効率的に求めることができた.さらに，共存する安定な複数
の解パターン間の遷移過程において，それらの相対的な安定度について，付加したランダムネスの大きさで評価
した．また不均一解パターンの界面の安定性に対してランダムなノイズが影響を与えていることがわかった．

研究成果の概要（英文）：The properties of several types of asymptotic solutions of one- and 
two-dimensional reaction-diffusion system with the FitzHugh-Nagumo model and the extended van der 
Pol oscillator model were studied. When several asymptotic solutions coexist in a parameter region 
around the bifurcation point, the dynamic locally connecting bistable solutions (d-LCBSs) which 
consists of two domains can be effectively obtained by developing the newly suggested preconstructed
 initial condition given by calculating with large random noises in the present study. 
The relative stability levels of two stable uniform asymptotic solution patterns in the transition 
process from one pattern to another ones were evaluated by the amplitude of adding random noises.  
Furthermore, it was elucidated that the random noises affect the stability of boundary of the LCBS. 
 

研究分野： Applied Mathematics
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１．研究開始当初の背景 
 高パフォーマンス大型計算機の急速な発
達と小型パソコン上での可視化技術の向上
により、非線型現象における複雑な解パター
ンの解析は比較的容易にできるようになっ
てきた．しかしながら、数値解として真の解
と異なる解（幻影解）を得てしまう恐れがあ
る点については．完全に解決されたわけでは
なく、解決すべき問題として依然として残っ
ている．この問題に対して本研究者は、決定
論に基づく解析手法を開発、適用して、ある
種の非線型項が存在する場合に生じる幻影
解の性質を明らかにしてきた．また他方で、
数値計算の解の信頼性を左右している誤差
の移入に対してランダムネスを付加する確
率論的アプローチを導入して解析し、安定解
の構造への数値誤差の影響について、数値シ
ミュレーションを行う研究者へ提言を行っ
てきた． 
 以上の背景と研究成果をふまえ、本研究者
らは、これまで開発してきたアプローチを、
複数の安定解が微妙に交錯する分岐点近傍
に適用することによって、ランダムな誤差移
入の数値シミュレーションの結果への影響
を具体的に明らかにすることができるので
はないかと判断した．特に複雑な解パターン
を有する反応拡散系等にこれらのアプロー
チを適用することによって、複数の安定解の
空間的な特徴を分類し、さらにそれらの相対
的な安定度の評価を行う上で新たな指針が
得られるであろうとの着想に到った． 
 
２．研究の目的 
 本研究では、「非線型微分方程式の数値解
の正確な分岐点を得るためにはどのような
点を考慮して数値スキームを構成しなけれ
ばならないか」、という問題に対して、確率
論、決定論の両面から研究を推進する.すな
わち、正確な分岐点を求める上で、種々の誤
差移入の内、分岐点の変動に及ぼす数値誤差
の影響や動的システムの構造不安定性に対
するランダムな誤差移入の依存性を考察し
て、対象となる系の分岐点近傍での安定な解
パターンの相対的安定構造の詳細を明らか
することを目的とする. 
平衡点近傍においては、複数の安定解が共
存しているため、安定解の間での相対的な安
定度の差を評価することが必要となる．特に、
分岐点近傍の安定解は安定度が低くなるた
め、ランダムなノイズにより、比較的敏感に
他の安定解に遷移することが予想される．従
って、このような複数の安定解の間の遷移過
程や、遷移の障壁の高さを評価するスキーム
を構築することが喫緊の課題である．その後
で、複雑な分岐を起こす現象に焦点をあて、
分岐点近傍での解の安定度評価スキームの
結果をもとに、分岐過程の数値誤差による影
響を抑える上で有効であると考えられる解
適合スキームを構成することを目的とする．  
 

３．研究の方法 
 それぞれの専門分野をもとにして役割を
分担し、まず確率論的な立場からの基礎研究
については、研究代表者の畑上と確率論を専
門とする分担者の税所が離散動的システム
にランダムネスを付加した場合の影響につ
いて考察する．特にランダムネスの大きさが
複数の安定解の間での遷移過程にどのよう
な影響を与えるかについて、数値実験と理論
的なアプローチの両面から共同で多角的に
議論する．この基礎的な研究においては、数
式処理ソフトの活用が有効であり、これを導
入して研究を推進する． 
一方、この研究と平行して、反応拡散方程
式系の数学モデルを専門とする分担者の長
山と畑上が、フィッツフー-南雲モデルを例
に、多数の定常解が共存する分岐点近傍にお
いて、離散パラメータやランダムネスの大き
さを変化させた場合に現れる遷移過程の構
造変化を追跡する．通常、分岐点近傍領域に
おいては、鋭敏な初期値依存性による非常に
複雑な解構造が見られるが、それらを通常の
初期条件から求めることは難しい. 従って、
種々の安定な解を組み合わせた解パターン
を初期条件として用いることや、初期段階で
非常に大きなランダムネスを付加して計算
することにより、あらゆる安定状態が空間的
に共存する状態を生成しうる条件等を模索
する．すなわち、これまでの研究で知られて
いた空間的に均一な解パターンだけでなく、
不均一なものも含めてあらゆる解パターン
の抽出を行う．これらの試行錯誤の作業にお
ける重要なポイントは、ランダムネスに起因
する構造不安定を持った複雑に見える現象
のうち、膨大な量の計算結果からいかにして、
その空間的に安定及び不安定な解パターン
間の境界の構造を抽出するかである．これを
効果的に行う上では、多くの擬似乱数を発生
させて膨大なサンプルから複雑な空間構造
を見極める上で、高速マシンを導入して長時
間の計算による解析を行うことが不可欠で
ある．さらに高次元離散動的システムの解析
においては、非線型な挙動を示す複雑系の内
的構造を有効に視覚化できる動画による解
析が有効である．これに対しては、画像処理
専用パソコンと有効なソフトウェアを導入
して解析を行う． 以上の解パターンを分類
するアプローチをまず第一に構築すること
を最優先に研究を推進する． 
次に、以上のアプローチを完成させた後、
本研究ではフィッツフー-南雲モデルの物理
パラメータを変化させて、解パターンの安定
度が変化する様子を追跡し、分岐点近傍での
複数の安定解が共存する状態でのランダム
ネス付加による遷移過程について解析する．
その際、複数の解の間の遷移過程だけでなく、
空間的に均一な解パターンについても、その
構造の安定形状が変化する様子についても
追跡する．さらに、フィッツフー-南雲モデ
ルだけでなく、他のモデルについても同様の



解析を適用して、物理パラメータの変化に対
する複数の解パターンの安定度変化の様子
や遷移過程について解析する．ここでも長時
間の計算による解析と可視化システムによ
る動画解析を行うことで、より効率的な解析
を行う． 
 
４．研究成果 
 本研究ではまず、反応拡散方程式系のフィ
ッツフー-南雲モデルについて、多数の定常
安定解が共存することが予想される分岐点
近傍において、離散パラメータやランダムネ
スの大きさを変化させた場合に現れる種々
の解パターンを分類した.特に本研究では、
通常の計算では現れないような漸近解を得
る上で有効であると思われる新規の初期条
件を構成する方法を提案した.この方法は、
非常に大きなランダムネスを加えながら通
常の離散化された有限差分計算を比較的長
時間行うことによって、前処理した初期条件
を構成するという方法である．これにより、
計算領域全体に広がった定性的に均一な構
造をもつ大域解だけでなく、複数の解が空間
的に共存する安定な解を得ることに成功し
た.この場合、二つの定性的に異なった定常
解が境界の両側に共存する解パターンはし
ばしば現れるが、一方が周期的な波動運動を
しているパターンを始めて安定的に得るこ
とができた．これを d-LCBS(dynamic-Locally 
Connected Bistable Solution)と呼ぶ． こ
の解パターンにおいては、通常は境界が不規
則に振動しているが、静止している解の側に
おいて、位相の同期が生じた場合に境界が安
定して静止することが明らかにされた.さら
に、計算領域の広さの漸近解の構造への依存
性についても明らかにした. 
次に、同じく反応拡散方程式系のフィッツ
フー-南雲モデルの別のパラメータ領域に対
して、上記の初期条件を構成する方法を適用
し、2 つの異なる均一解の間に静止する境界
をもつ解を構成し、ランダムネスによりこの
境界の曲率が変化する現象を追跡した．その
結果、 ランダムネスを加えている状態では、
境界は静止した複雑な形状を呈するが、ラン
ダムネスを取り除いた瞬間に、可逆的な境界
の曲率変化が生じ、単純な曲率の小さい状態
に戻ることを示した. 
また同様のモデルに対して、複数の定常解
が共存する場合に、空間的に得られた不均一
な解パターンの安定度に重点を置いて解析、
考察した.ランダムネスをこの不均一な空間
安定解パターンに加えることにより、この不
均一構造を構成する均一な解パターンの安
定度によって、それぞれの均一パターンに遷
移することを示した.これにより、解パター
ンの安定度のパラメータ依存性を明らかに
する上で、一つの効果的なアプローチである
ことが確認できた.さらにこのアプローチは
不均一な空間的な解パターンの場合だけに
とどまらず、一般的に複数の解が共存するパ

ラメータ領域において、その解の安定度や解
の遷移過程における安定度の障壁ともいえ
る状態の定性的評価を行う上でも有効であ
ることが確認された.  
以上の解析で得られた複数の空間的に得ら
れた不均一な定常解が共存する場合に、それ 
らの安定度の差を評価した.すなわち、ラン
ダムネスの大きさをパラメータとして数値
実験を行うことにより、ある安定状態から別
の安定状態へ遷移する過程において、相対的
な安定度を加えたランダムネスの大きさで
評価することができた.またこれらの遷移過
程においては障壁が存在し、ランダムネスの
大きさによっては複数の状態間を空間的に
不規則に遷移する現象が見られることも示
すことができた．これにより、障壁の高さを
評価するスキームの開発への糸口を与えた.
さらに、流入なしの境界条件だけでなく、周
期境界条件を採用した解析も行い、境界条件
の違いによる、d-LCBS のパターンの違いや安
定度の違いについて考察した.これにより、
自由度の高い状態での均一・不均一のより複
雑な解パターンを得ることに成功した.特に、
二つの均一パターンが接触する境界の形状
において、単純で対称的な直線的なものだけ
でなく、複雑な結合状態を示し、さらに非定
常的に移動するものが存在し、それらが物理
パラメータの領域によって安定度が異なる
ことを示した.これらの不均一な解パターン
においても、同様のランダムネスをパラメー
タとする数値実験により、その安定度の評価
と障壁の高さの評価を行い、興味ある知見を
得た. 
最後に、新たなモデルとして、亜臨界分岐
を有するファンデルポール方程式を取り上
げ、界面の移動に対するランダムネスの寄与
について考察し、不均一解パターンの界面の
安定性に対してランダムなノイズが影響を
与えていることを明らかにした.  
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