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研究成果の概要（和文）：ヘビサイド関数のみを拡充した拡張有限要素法(XFEM)を非線形構造解析に適用した．
有限要素法解析で用いられている三次元8節点六面体要素および三次元6節点五面体要素における不連続領域に対
して，ヘビサイド関数だけを拡充したXFEMの定式化を実施したのち、プログラム実装を行った．提案手法を用い
てき裂つき平板の弾塑性解析および結合力モデルを用いた円孔つきCFRP積層板の損傷進展解析を実施し，解析手
法の妥当性，有効性を実証した．

研究成果の概要（英文）：The extended finite element method (XFEM) using only Heaviside step function
 to model discontinuity of displacement field was applied to nonlinear structural analyses. Both 
three-dimensional 8-node hexahedral and 6-node pentahedral solid finite elements enriched with only 
Heaviside step function were formulated and the proposed method was implemented to the analysis 
software. The method was validated through elastic plastic analyses of a cracked metallic plate 
under uniform tensile load and damage propagation analyses of a CFRP specimen with an open hole 
under tension load.

研究分野： 総合理工，計算科学

キーワード： 計算力学

  ２版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 
構造物の健全性評価のための応力解析に

有限要素法(Finite Element Method: FEM)が広
く用いられている．既存の解析システムにお
いては，三次元 CAD で構造物の形状を定義
し，自動要素分割技術を用いて有限要素モデ
ルを生成することによって容易に応力解析
を行うことができるようになっている．しか
しながら，構造物に発生する複雑な形状を有
するき裂に対しては，CAD による形状定義は
依然として困難であり，き裂形状を考慮した
FEM モデルの作成には多大な労力と時間を
要しているのが実状である．  
一方，最近，FEM に基づく応力解析の枠組

みを拡張し，損傷や欠陥などに起因する変位
場の不連続性を有限要素メッシュと独立に
内挿関数で直接表現する拡張有限要素法（the 
eXtended Finite Element Method: XFEM）と称
される解析手法が提案されている．XFEMは，
FEM 解析技術を基盤とした PU (Partition of 
Unity)法の一種であり，またメッシュを使わ
ない解析手法（メッシュフリー解析法）の一
種にも分類できる. 

XFEM を用いることにより，構造物内部の
欠陥や損傷のモデル化を，従来の FEM と比
較して格段に容易に行うことが可能となる．
図1に半だ円形状のき裂を有する配管構造の
応力解析のための FEM と XFEM モデルを示
す．このような単純なき裂形状に対しても
FEM では複雑なメッシュ分割が必要となる
のに対して，XFEM ではき裂前縁形状を有限
要素メッシュと独立に表現できる． 
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図１ き裂のモデル化 

 
XFEMにおいては構造物における変位場uh

を次式のように近似する． 
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ここに，NIは通常の FEM で用いられる節点 I
に関する内挿関数，f(x)は局所的に導入され
る関数であり拡充関数と呼ばれる．また，uI， 
aI はそれぞれ通常の内挿関数および拡充され
た内挿関数についての節点自由度である．事
前に解の特性を表す関数が既知であれば，そ
の関数を拡充関数として用いることができ
る． 

これまで XFEM によるき裂解析について
の研究論文は多数発表されているが，XFEM
を様々な実機解析での利用に耐える汎用的
な方法とするためには，解析手法の信頼性を
向上させる必要がある．そのためには，構造
解析で扱われる様々な材料モデルや非線形
性に適合した拡充関数を用いる必要がある．
しかしながら，現段階では，問題毎に適切な
拡充関数を選択的に用いたり，問題と適合し
ない拡充関数が用いられている場合がある．
また，漸近解基底を拡充させると PU 条件を
満足しない要素（いわゆるブレンディング要
素）が生じ，解の収束性に悪影響を及ぼすこ
とが指摘されている．このような問題に対し
て研究代表者らは，ヘビサイド関数だけを拡
充関数として用いた XFEM について検討し
始めており，すでに二次元線形弾性問題につ
いて定式化，プログラム実装，検証解析を終
え，論文として公表している． 
 
２． 研究の目的 
本研究では，ヘビサイド関数だけを拡充関

数として用いた XFEM を三次元問題，材料非
線形性や幾何学的非線形性を考慮した構造
解析へ適用することを試みる． 
 
３． 研究の方法 
本研究では，非線形 XFEM 解析の実用化に

向けて，ヘビサイド関数だけを拡充する方法
を用いた定式化およびプログラム実装を行
い，その妥当性を実証する．具体的には 
(1) 三次元五面体要素，六面体要素に関する，

き裂前縁を要素内に含む要素（き裂先端要
素）の定式化を行う． 

(2)材料非線形問題における体積ロッキング
の回避方法を開発する． 

(3)ヘビサイド関数のみでモデル化した不連
続面に結合力モデルを導入する方法を開
発する．  

 
４．研究成果 
(1) 解析手法 
① レベルセット法による形状表現 
本研究における XFEM 解析においては，レ

ベルセット法を用いてき裂形状を陰的に表
現する．すなわち，図 2 に示すように,き裂
面に関する符号付き距離関数とき裂前縁に
関する符号付距離関数を要素の節点で計算
する． 
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図 2 レベルセット法によるき裂のモデル化 

 
 



② 要素の分類 
8 節点六面体一次要素を用いる場合，ひと

つの要素を構成する八つの節点において計
算される，の値を用いて要素を分類する．
本研究で扱うき裂は，き裂面が必ず要素の境
界面と一致する場合に限定することにする．
この場合，き裂面による要素切断面は四角形
となる．さらに，この四角形の頂点における
関数の値を正，負あるいはゼロの 3 階層に
分類し，このような四角形を 15 通りのパタ
ーンに分ける．すなわち四つの切断点での
の値の組み合わせによって，切断要素（CUT
要素），き裂先端要素(TIP 要素), およびリガ
メント要素（LIGAMENT 要素）に分類する．  
③ 節点の拡充および要素の分割 
前述のような分類にしたがって，要素構成

節点を拡充し，必要であれば要素を複数の五
面体に分割する．ここでは一例として図 3 に
TIP 要素の一つであるパターン P3N1 の節点
の拡充と要素の分割例を示す．図 3(a)は，漸
近解基底を拡充した場合，図 3(b)は，ヘビサ
イド関数を拡充した場合である．が負であ
る節点１を拡充節点とし，A, B は=0 となる
点であるが，要素における自然座標 r1,r2 が
A,B と同じになるように C,D を設ける．き裂
面を含む一つの五面体 M1 (1AB-5CD)と，
き裂面を含まない三つの五面体 P1(34B-78D), 
P2(3BA-7DC), P3(23A-67C)に分割する． 
④ 近似関数 

TIP 要素の拡充関数として,漸近解基底と
ヘビサイド関数が選択可能である．漸近解基
底を拡充する場合には，変位場 uhを次式で近
似する． 
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ここにNI

HEXAは8節点六面体一次要素の内挿
関数，γk（k＝1,2,3,4）はき裂先端の変位場の
漸近解基底，uIは通常の節点変位に関する自
由度，aI

kは拡充節点に割り付けられる節点自
由度ベクトルである． 
一方，ヘビサイド関数を拡充する場合には，
変位場 uhを次式で近似する． 
 

8
_ 1

1
1

8

1

( ) ( ) 1
( )

( ) 1, 2, 3

HEXA PENTA M
I I I

Ih

HEXA
I I

I

N N for M

N for P P P





   
 






x u x b x
u x

x u x

 

ここに NI
PENTA_M1は 6 節点五面体 M1 におけ

る一次要素の内挿関数， bIは拡充節点 I に割
り付けられる節点自由度ベクトルである． 
⑤ 数値積分 
要素剛性マトリクスや内力ベクトルを作

成するための数値積分法としては，通常の要
素や CUT 要素については，ガウスの 2 点積
分公式が用いられる．TIP 要素については， 

図 4 に示すように三角形要素の積分とガウス
積分を組み合わせた方法が用いられる．   
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図 3 六面体 TIP 要素(P3N1) 
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図 4 TIP 要素の分割領域の数値積分 

 

（2）解析例 
① 表面き裂つき平板の停留き裂解析 

図 5 に示すような一様引張り荷重を受ける
半楕円き裂（長さ 200 mm, 深さ 20 mm）を
有する平板（高さ 1000 mm, 幅 1000 mm, 厚
さ50 mm）の弾塑性停留き裂解析を実施する.
材料のヤング率，ポアソン比を 207GPa, 0.3
とし，図 6 に示すような塑性ひずみと降伏応
力の関係を多直線近似して与える．荷重を
500MPa まで 25MPa 毎に与え，最大開口変位
およびき裂前縁における J 積分を領域積分法
で評価する．対称性を考慮して 1/4 領域をモ
デル化する．図 7(a)に FEM 解析モデルを，図
7 (b)に XFEM 解析モデルを示す．XFEM 解析に
おいては，漸近解基底を拡充したモデルとヘ
ビサイド関数を拡充したモデルを用い，対称
面上における拡充節点分布を図 8 (a)(b)に示
す． 
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図 5  一様引張り荷重を受ける 

半だ円表面き裂つき平板 
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図 6  塑性ひずみと降伏応力との関係 

(a) FEM model
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図 7  有限要素モデル（1/4 モデル） 

 

(a) XFEM (HA)

(b) XFEM (H)

Enriched with asymptotic basis Enriched with Heaviside function  
図 8  拡充節点分布 

 
き裂の最大開口変位(COD)について，通常

の FEM，漸近解基底を拡充した XFEM(HA)，
ヘビサイド関数だけを拡充した XFEM(H)に
より求め比較して図 9 に示す．FEM 解析は内

製コードでも実行可能であるが，ここでは商
用コード Abaqus による結果を示した．三者
（XFEM(HA), XFEM(H), FEM）は，ほぼ同じ
結果を与えている．一様分布荷重 50MPa, 
250MPa, 500MPa を与えた場合の J 積分分布
を比較して図 10 に示す．三者はよく一致し
た結果となっている． 
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図 9  開口変位と荷重との関係 
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図 10  き裂前縁にける J 積分分布 

 

② CFRP積層板のOHT試験片の損傷進展解析 
図 11 に示すような長 20d,幅 5d, 厚さ

1,2,4mm，円孔直径 d (3.175, 6.35, 12.7mm)で
ある OHT 試験片(積層構成[45/90/-45/0]s)を
対象とした損傷進展解析を実施する．試験片
の一端を完全固定し, 他端に長手方向への
強制変位を与える． 
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図 11  OHT 試験片 



 
本解析においては，対称性を考慮した板厚

方向 4層の非構造モデル(総節点数: 134，688
総要素数:131,984)を用いる．図 12 に本解析
で用いる有限要素モデルの円孔周辺の要素
分割を示す．また XFEM を用いて, 図 13 に
示すようにあらかじめマトリックス割れを
複数本モデル化する．解析に用いる単層板と
結合力モデルの物性値を表 1 に示す. 
本解析では静的陰解法用い，端部を引張り

方向に 0.01mm ずつ強制変位させる．このと
きの強制変位を与えている点での平均応力
を実験値と比較する．ただし，板厚が 1mm
の場合は，最大変位を 0.9525mm とし，板厚
が 2mm と 4mm の場合，0.635mm とする． 

 

図 12 OHT 解析の有限要素モデル（詳細） 

 
表１ CFRP 積層材料の物性値 

EL [GPa] 161 GIC [N/mm] 0.2
ET [GPa] 11.38 GⅡC [N/mm] 1.00
GLT [GPa] 5.17 σImax [MPa] 60
GTT [GPa] 3.98 σⅡmax [MPa] 90

ν LT 0.32
ν TT 0.436 α 1.0

c 0.01

Laminate Cohesive zone model

]

k ]

 

  

図 13 OHT 試験片のマトリクス割れのモデル 

 

図 14 に直径 3.175mm，板厚 4mm の場合
についての解析結果から得られた損傷進展
状態を示す． LPD が 0.30mm (ひずみ
0.47%)以降で一気にはく離が全体へ広が
っていることが分かる．つぎに，図 15 にひ
ずみと平均応力の関係を示す．板厚 4mm
の試験片の場合， LPD が 0.30mm(ひずみ
0.47%)の点で荷重低下が生じている．した
がって，急速にはく離が広がることで荷重
低下が起きると言える．また，図 16 に示す
ように得られた数値解と実験値を比較する

と，全ての解析ケースにおいて概ね良い整
合が得られた． 
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図 15 平均応力とひずみの関係 
 

750

457

327

515

371
391

Present

Case1 Case2 Case3 Case4 Case5 Case6
 

図 16 強度評価結果 
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