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研究成果の概要（和文）：本研究では、ゼータ関数という、整数論の研究において非常に重要な関数の性質につ
いて研究することを目的とした。とくに本研究課題においては、多変数のゼータ関数について、主にその解析的
側面からの研究を行った。主な結果としては、Witten の仕事をベースに定義されたWittenゼータ関数の多変数
化したもの、また荒川恒男氏および金子昌信氏によって定義されたArakawa-Kanekoゼータ関数とよばれるものに
ついて、その数論的な性質を考察し、それまで知られていなかった性質などについて成果を得た。

研究成果の概要（英文）：The main aim in this research is to study what is called the zeta function 
which plays an important role in number theory and investigate their properties. In particular, we 
studied zeta functions in several variables mainly from the viewpoint of the analytic aspect. We 
studied the Witten zeta function in several variables which was defined based on Witten's work, and 
also the Arakawa-Kaneko zeta function defined by Tsuneo Arakawa and Masanobu Kaneko. Our main result
 is  consider the number theoretic properties of these zeta functions,and consequently we obtained 
unknown properties of them and gave new results.

研究分野：代数学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
多変数のゼータ関数について、とくに多重ゼ
ータ関数、多変数 Witten ゼータ関数、多重
Arakawa-Kaneko ゼータ関数などについての
数論的性質を調べることや、p進多重L関数、
の構成などが興味深い問題となっていた。と
くにこれらの関数の解析接続、特異点の研究、
これらの満たす関係式や、特殊値の導出、さ
らにはその数論的性質を調べることが重要
な点と考えられていた。 
 
２．研究の目的 
(1) 多重ゼータ関数、多変数 Witten ゼータ
関数については、負の整数点が不確定特異点
になるということが知られており、１変数関
数の場合と異なり、その数論的性質を調べる
ことが重要な目的であった。また既知の
Witten volume formula と呼ばれる公式を一
般化すること、さらにはそれが連続的な関数
関係式に拡張できるか、また正の整数点での
特殊値の導出等が重要な目的である。 
 (2) 代数的整数論、とくに岩澤理論におい
て非常に重要な役割を果たす p進 L関数の多
重化は重要な研究テーマであった。とくに p
進多重ポリログとの関係はよくわかってお
らず、その関係性を調べることは重要な研究
目的でる。 
 (3) 多重ゼータ値の研究で重要な役割を
果たす Arakawa-Kaneko ゼータ関数の研究は
活発だが、いくつかの未解決問題に関しては
このところ研究が進んでいなかった。これら
の問題に取り組むことは重要な研究目的で
ある。 
 
３．研究の方法 
  (1) これまで知られている方法とは異な
り、ゼータ関数の積分表示を通した特異点解
消という方法を用いて、多重ゼータ関数、多
変数 Witten ゼータ関数の不確定特異点を自
然な形で解消することに成功した。これは他
の多変数ゼータ関数にも適用することがで
きて、この分野の研究の新たな道具となると
考えられる。 
  (2) p 進多重積分を用いて、p 進多重 L 関
数を構成した。さらにその負の整数点に現れ
るベルヌーイ数の多重化について、古典的な
クンマー合同式の多重化をp進解析的手法に
よって自然に示し、その p進補間関数として
の解釈を与えた。 
  (3) 多重ゼータ値を正の整数点でとるよ
うな Arakawa-Kaneko ゼータ関数に対し, そ
れと対をなすような、多重ゼータスター値を
正の整数点でとるようなゼータ関数を与え
た。これは多重ポリログの解析接続を通して
定義されるもので、これまでには定義できな
かったものであり、この関数を通して、未解
決問題解決の糸口が与えられた。 
 
４．研究成果 
(1) 連携研究者の古庄氏、小森氏、松本氏

とともに、多重ゼータ関数の特異点解消に関
して画期的な成果をあげ、その結果が下記の
文献[4]として出版された。これまでの多重
ゼータ関数の数論的性質の研究で障害とな
っていた特異点がなくなり、全空間で正則な
多重ゼータ関数を構成することができた。こ
れは最初によく知られたEuler型の多重ゼー
タ関数について証明されたが、同様な手法を
用いて、多変数 Witten ゼータ関数に関して
も証明することができた。この結果も RIMS 
Kokyuroku Bassatsu に掲載が決定している。
これらの結果を受けて、既に知られている
Manchon、Paycha らによる正規化多重ゼータ
値との関係についても新たな研究が始まっ
ており、今後の進展が期待される。今後の課
題としては、これらの間の関数としての関係
が明示的に求められることが望ましいと考
えられる。 
  (2) 連携研究者の古庄氏、小森氏、松本氏
とともに、p 進多重 L 関数の構成および p 進
多重ポリログとの関係に関して画期的な成
果をあげ、その結果が下記の文献[6]として
出版された。それまでに、p 進多重ポリログ
という、ゼータ関数の正の整数点での p進類
似と、p 進 L 関数という、ゼータ関数の負の
整数点での p進類似について、それらの関係
は明確でなかったが、この結果を通して、そ
れらが連続的につながっていることがわか
り、大きな進展が得られた。実際に、これま
でに知られている Coleman による Kubota- 
Leopold p 進 L 関数と p 進ポリログの関係の
多重化にあたる結果も証明することができ、
その意味付けが明確となった。さらには多重
Stickelberger 元による p 進多重 L 関数の構
成も得られているため、今後、岩澤理論で重
要な役割を果たすp進円単数などとの関係も
視野に入ってきている。 
  (3) この 20 年に渡って研究されていた 2
種類のポリベルヌーイ数と、その一方の補間
関数である Arakawa-Kaneko ゼータ関数に対
し、もう一方のポリベルヌーイ数の補間関数
としてのゼータ関数が、金子昌信氏との共同
研究を通して構成できた。これは既知の
Arakawa-Kaneko ゼータ関数と対をなすもの
であると考えられる。これにより、この分野
の研究の見通しが良くなり、未解決であった
Arakawa-Kaneko ゼータ関数に関する問題に
ついて、そのいくつかに肯定的な解答を与え
ることができた。またポリベルヌーイ数の双
対定理と呼ばれる関係についても、その連続
的な補間としての解釈が可能になった。これ
らの結果は下記の文献[3]として電子出版さ
れた。その文献内の予想を受けて、山本修司
氏がある種の関数等式を与えた。その結果を
踏まえることで、研究代表者と小森氏との共
同研究により、複素成分の一般線形群に付随
する形での、一般化 Arakawa-Kaneko ゼータ
関数の構成に成功した。この関数は解析的な
性質を一般的に取り扱うことが非常に難し
く、いろいろな積分表示を経由してその解析



的な性質を導いた。これらの結果は下記の文
献[2]として出版された。この結果の応用と
して、ポリベルヌーイ数の双対定理も非常に
一般的な形で拡張することに成功したのが
大きな成果と言える。 
  (4) 多重 Eisenstein 級数については、マ
ックスプランク数学研究所の H. Bachmann 氏
との共同研究を通して、新たな関係式を導き、
その特殊値に関する明示公式を与えた。これ
はそれまでの研究代表者が行ってきた研究
の自然な多重化とみられる。この結果は下記
の文献[5]として出版された。 
  (5) 双曲線関数を含むような Eisenstein
型二重級数について、古典的なテータ関数の
変換公式を通して、新たな関係式を求めるこ
とができた。実際、この二重級数の値は、
Eisenstein 級数、Dirichlet L 関数、テータ
関数の値を用いて明示的に記述されること
がわかった。具体的なパラメータに対し、特
殊値の例として、円周率やレムニスケート定
数などを用いた表示式なども得られている。
この結果は下記の文献[1]として出版された。 
  (6) 前科研費研究課題から継続的に行っ
ている多変数の Witten ゼータ関数の性質に
関して、下記の文献[7][9]が出版された。ま
た超平面配置に付随する多重級数の値に関
する結果が下記の文献[8]として出版された。 
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