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研究成果の概要（和文）：保型L関数に対して知られている様々な積分表示のうち、以下の積分表示に対して、
アルキメデスゼータ積分の計算を実行した。（イ）GL(n)の標準L関数に対するGodement-Jacquet積分（複素素
点）、（ロ）GL(4)の3つのL関数の積、GSp(2)×GL(2)の2つのL関数の積に対するPollach-Shah積分、（ハ）GL
(4)の2次外積L関数に対するJacuqet-Shalika積分、（ニ）GSp(2)のスピノールL関数に対するNovodvorsky積分、
（ホ）GSp(2)の標準L関数、スピノールL関数の積に対するBump-Friedberg-Ginzburg積分

研究成果の概要（英文）：Among various integral representations for automorphic L-functions, we 
compute the following arhimedean zeta integrals: (a)Godement-Jacquet integrals for standard 
L-functions on GL(n) over the complex local field, (b)Pollach-Shah integrals for product of three 
L-functions on GL(4) and product of two L-functions on GSp(2)×GL(2), (c)Jacquet-Shalika integrals 
for exterior square L-functions on GL(4), (d) Novodvorsky integrals for spinor L-functions on GSp
2),（e）Bump-Friedberg-Ginzburg integrals for product of spinor and standard L-functions on GSp(2).

研究分野： 整数論

キーワード： 保型形式　保型L関数　アルキメデスゼータ積分　Whittaker関数

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
保型形式という高い対称性を兼ね備えた関数に対するゼータ関数（保型L関数）は、様々な整数論的なゼータ関
数と結びつくと考えられている重要な研究対象である。保型L関数を積分表示式によって研究する上でネックと
なるのが「悪い素点」における解析であり、そのうち無限素点における研究をゼータ積分を直接計算することで
実行した。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
   
 様々な数論的ゼータ関数と結びつくと考えられている保型形式のゼータ関数（保型 L 関数）
は、整数論における重要な研究対象の一つである。保型 L 関数の積分表示（ゼータ積分）は、
その解析的性質の研究において必要不可欠なものであり、これまでに種々の保型 L 関数に対し
て、ゼータ積分が発見され続けてきている。多くの（大域）ゼータ積分は局所ゼータ積分の積
に分解されるが、無限素点や分岐有限素点における局所ゼータ積分の取り扱いの困難さゆえに、
保型 L 関数の大域的性質が満足に得られていない場合が少なくない。 
 
２．研究の目的 

 
本研究の目的は、無限素点における局所ゼータ積分、すなわちアルキメデスゼータ積分を実

簡約群上の一般化球関数の明示公式を用いて直接計算し、（完備化された）保型 L 関数の正則
性や極の位置、関数等式などの基本的かつ重要な性質を導き出すことである。 
またこの一般化球関数そのものは、実簡約群の表現論や多変数特殊関数論の観点からも興味

深い研究対象であり、明示公式に対して何らかの統一的な解釈を模索する。 
 
３．研究の方法 
 
第一段階は、実簡約群上の一般化球関数の明示公式の導出である。対象となる表現空間の構

造を調べることにより得られる、一般化球関数を特徴付ける偏微分方程式系の解空間の解析を
行うか、もしくは Jacquet 積分のような一般化球関数に対する積分表示式の変形を行うことに
より明示公式を与える。特に Mellin-Barnes 型の積分表示式がゼータ積分の計算において有用
であると考えられる。 
第二段階は、一般化球関数の積分変換である局所ゼータ積分を計算し、局所 Langlands 対応

から決まる局所 L因子を取り出すことである。さらに局所関数等式を示し、分岐有限素点での
結果がある状況においては、大域的な L関数の関数等式、極の情報などを得ることが可能にな
る。「ユニポテント積分」を含まないようなアルキメデスゼータ積分に対しては、局所 L 因子
と一致するような表現空間内のベクトルの存在が期待され、それらを明示的に与えることは応
用上重要である。またユニポテント積分を含む場合には、アルキメデスゼータ積分が別の一般
化された球関数と関連づくとが期待できることがある。 
 
４．研究成果 
 
以下の状況において、一般化球関数の明示公式の導出や、既知の保型 L関数の積分表示に対

するアルキメデスゼータ積分の計算を行った。 
 
(1) GL(n) の標準 L 関数に対する Godement-Jacquet 積分の複素素点における計算を実行し、

Tate の学位論文における GL(1)の場合と同様に、局所 L 因子を実現するような行列係数、
Schwartz 関数の組を具体的に与えた（論文④）。 

 
(2) GL(4), GSp(2)×GL(2)上の L関数に対する Pollach-Shah 積分を、無限素点においてクラス

１主系列表現を生成している場合に、GSp(2,F), GL(4,F)(F=R,C)上のクラス 1Whittaker 関
数の Mellin-Barnes 型積分表示式を用いて計算した。不分岐有限素点における結果と同様
に、GL(4)の場合は 3 つの L 関数の局所 L 因子の積に、GSp(2)×GL(2)の場合には 2 つの L
関数の局所 L因子の積に一致することを示した（論文③）。 

 
(3) GL(4)の 2次外積 L関数に対する Jacquet-Shalika 積分を、無限素点においてクラス１主系

列表現を生成している場合に計算した。また Shalika 関数を特徴づける 2 変数の偏微分方
程式系を導き、アルキメデスゼータ積分が、局所 L 因子と Shalika 関数のある 1 パラメー
タ部分群への制限の積になることを示した。 

 
(4) GSp(2)のスピノール L 関数に対する Novodvorsky のゼータ積分は Whittaker 関数の積分変

換である。GSp(2,R)上の Whittaker 関数の明示公式は、この 25年ほどの様々な研究により
Siegel 放物部分群から誘導された一般化主系列表現以外の場合は明らかにされていた。こ
の残った場合に、偏微分方程式系の解析を通じて、主系列表現の明示公式と関連付けるこ
とにより Whittaker 関数の明示公式を与え、さらにアルキメデスゼータ積分を計算した。
これまでの種々の結果と合わせて、GSp(2)の生成的な保型表現に対するスピノール L 関数
の正則性の積分表示による証明が確立されたことになる（論文②）。 

 
(5) GSp(2)の Whittaker 関数の明示公式を用いて、2 つの L 関数（標準 L 関数、スピノール L

関数）の積に対する Bump-Friedberg-Ginzburg 積分の実素点における計算に取り組んだ。
実素点において、主系列表現、Jacobi 型放物部分群から誘導された一般主系列表現、大き



な離散系列表現を生成している場合に、アルキメデスゼータ積分と局所 L 因子の積の一致
を示した。 

 
(6) （平野幹氏、宮崎直氏との共同研究）GL(3)×GL(2)上の標準 L 関数に対する

Jacquet-Shalika-PiatetskiShapiro積分を、無限素点に現れるすべての表現の組に対して、
我々によって得られた Whittaker 関数の明示公式を用いてアルキメデスゼータ積分と局所
L因子が一致する Whittaker 関数の組を与えた（論文①、⑧）。 
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