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研究成果の概要（和文）：高次元配列とは、考察の対象となるものを、高次元の直方体状に並べたものである。
高次元配列に対する群作用を研究し、その不変式環、とくにそのサグビー基底も含めて考察したところ、その
initial algebraがある凸多面体のEhrhart ringになっている場合が重要である事がわかった。そして、そのよ
うなものの中には、日比環になるものが多くあるので、日比環について研究し、いくつかの成果を得た。また、
ドセット日比環というものを定義し、これがある不変式環のinitial algebraになっている事も示した。

研究成果の概要（英文）：High dimensional array of data are called tensors in the field of data 
analysis. We considered in this research group actions to tensors with entries in a commutative 
ring.
We found that in many situations, there are rings of invariants whose initial algebra is the Ehrhart
 ring of a convex polytope. In particular, there are many cases that such Ehrhart rings are Hibi 
rings. Thus, we studied Hibi rings and obtained several results. Further, we defined a notion Doset 
Hibi ring and showed that the initial algebra of a certain rings of invariants have structures of 
Doset Hibi rings.

研究分野： 可換環論
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１．研究開始当初の背景 
 
近年、高次元配列データ、すなわち高次元の
直方体状に並んだデータセットは、画像デー
タ処理、WEB サーチ、データ探索、脳信号
解析などの様々な分野でその重要性が認識
され、広く研究されている[KB]。高次元配列
データは、そのような分野でテンソルと呼ば
れている。d 次元の直方体状に並んだデータ
セットを、d 次元テンソルと呼ばれる。2 次
元のテンソルは、その定義より行列と同義で
あるが、行列に関する群作用とその作用に関
する不変式環は、19 世紀から今日に至るまで、
様々な研究者によって広く研究されている
（[Wey], [DP], [Ric]等参照）。 
 
Cayley [Cay] は 、 今 日 Cayley の
hyperdeterminant として知られる、2 x 2 x 2
型の 3 次元テンソルに対して定義される、そ
の成分の多項式を定義した。この多項式は、
そのテンソルに対する、特殊線型群の 3 方向
からの作用に関して不変なものである。これ
を Gelfand-Kapranov-Zelvinsky [GKZ]が一
般化し、型に関してある一定の条件をみたす
テンソルに対して、hyperdeterminant を定
義した。Hyperdeterminant は、定義される
場合、ただ一つに定まり、各方向からの特殊
線型群の作用に関して不変である。 
 
Hyperdeterminant は代数幾何学的な動機に
基づいて定義されているので、与えられた型
のテンソルに対して、定義されるならば一意
に定まるが、特殊線型群の作用に関して不変
な、テンソルの成分に関する多項式は、
hyperdeterminant だけではなく、不変式論
的な観点からみると物足らないものである
と言っても言い過ぎではないと思える。そこ
で、不変式論的観点から、テンソルに特殊線
型群を始めとする、様々な古典群を作用させ
た場合、どのような不変式環が現れるかとい
う疑問が、本研究の着想に至らしめたもので
ある。 
 
２．研究の目的 
 
高次元配列データ、すなわちテンソルに対す
る群作用の不変式を研究し、19 世紀から続く
極めて深い学問である、不変式論と、近年注
目され、応用数学の方面から様々なアプロー
チにより研究されている、テンソルの理論と
の関連を探る。これにより、伝統ある学問で
ある不変式論の理論的側面と、テンソルの応
用数学的側面に刺激を与え、新たな展開に寄
与する。 
 
３．研究の方法 
 
研究計画にそって、3 次元のテンソルに対す
る、2 方向からの特殊線型群の作用に関する
不変式環と、適当な単項式順序に関するその

initial algebra を求め、その可換環論的性
質を調べ、高次元配列に対する群作用および
その不変式環と、他の分野、とくに可換環論
の他の分野との関連を調べる。 
 
４．研究成果 
 
最も一般的で重要な、不定元を成分とする、
3 次元のテンソルに対する 2 方向からの特殊
線型群の作用と、それに関する不変式環およ
び、しかるべき単項式順序に関する、その不
変式環の initial algebra を調べていくうち
に、initial algebraが作る affine semigroup 
ring が重要であることがわかってきた。とく
に、その affine semigroup ring が Noether
になるような状況の元で、その affine 
semigroup ring の正規性や、また、その
affine semigroup ring が何らかの凸多面体
の Ehrhart ring になっているか、また、そ
の Ehrhart ring はどのような性質を持つか
が重要な意味をもつ問である事がわかって
きた。 
 
そこで研究の遂行にあたり、その重点を
affine semigroup ring の探索に移すことに
し、とくに、ある種の不変式環の initial 
algebraとして現れるaffine semigroup ring
を重点的に調べる事にした。その結果、行列
に対する群作用の重要性が再認識された。 
 
高次元配列は、しかるべき規則に従って、行
列の形に並べる事ができる。不変式論におい
て、その性質を分析するにあたっても、行列
に並べる並べ方を念頭に置いて解析すれば、
行列の分析に帰着できる。また、複数方向か
ら高次元配列に群が作用していることは、高
次元配列を行列に並べなおす方法に対応す
る、一般線型群の部分群に対応し、高次元配
列に対する群作用は、それに対応する部分群
の群作用の研究に帰着できる。 
 
そのような観点から、行列に対する様々な群
の作用に関する不変式環を、その initial 
algebra に重点をおいて調べたところ、その
ような initial algebra として、日比環がし
ばしば現れることがわかった。そのため、研
究の重点を、不変式環の initial algebra と
して現れるような日比環、あるいはもっと一
般に、ある凸多面体の Ehrhart ring に移し
ていった。 
 
その結果、様々な不変式環のinitial algebra
が日比環になっている事を明らかにした。ま
た、日比環から派生して定義される「ドセッ
ト日比環」という概念を定義し、これが、あ
る種の不変式環の initial algebra になって
いることも示した。 
 
ドセット日比環は、日比環を一般化して定義
される isotonian algebra [BHHQS]で、終集



合の順序集合が3個の元からなる全順序集合
であるようなもの、を一般化したものになっ
ている。このような点から、日比環の研究は、
日比氏の着想の元となったであろう algebra 
with straightening law の観点からだけでは
なく、不変式論からみても重要なものである
ことを、本研究で明らかにし、下記にあるよ
うに、日比環に関する研究成果をいくつか得
た。 
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