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研究成果の概要（和文）：コンパクトリーマン面のピカール群上にはテータ因子が存在する．これの「非可換類
似」として，コンパクトリーマン面上のベクトル束のモジュライ上には一般化されたテータ因子が存在し，それ
に付随する直線束の大域切断は一般化されたテータ函数と呼ばれる．一般化されたテータ函数の空間に関して
Strange dualityと呼ばれる興味深い現象がある．これの高次元版として，射影的曲面上の層のモジュライに対
してもStrange dualityが成立すると予想されている．本研究者は射影平面の場合に部分的結果を得おり，本研
究ではこの先行研究を引き継ぎ，２次曲面上のStrange dualityに関して部分的結果を得た．

研究成果の概要（英文）：There is a theta divisor on the Picard group, the set of linear equivalence 
classes of divisors, of a compact Riemann surface. As a ``non-abelian analogue’’, we have a 
generalized theta divisor on the moduli space of algebraic vector bundles on a compact Riemann 
surface. A global section of the line bundle associated with a generalized theta divisor is called a
 generalized theta function. We have an interesting phenomena called Strange duality about  
generalized theta functions. It is conjectured that we also have Strange duality phenomena for 
moduli spaces of sheaves on projective surfaces. I once proved partially the strange duality 
conjecture for projective plane. In this research, continuing the preceding research, I proved some 
cases of the strange duality conjecture for a quadric surface.

研究分野： 代数幾何学

キーワード： 代数的層　モジュライ空間
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１．研究開始当初の背景 
コンパクトリーマン面の研究において，因子
やその線形系を調べることは基本的手段で
ある．因子の線形同値類はピカール群と呼ば
れ，アーベル多様体になっている．ピカール
群上にはテータ因子と呼ばれる自然に定ま
る因子が存在しており，この因子に付随する
直線束の大域切断は古典的なテータ函数に
対応している．この大域切断の空間の次元は，
ピカール群がアーベル多様体であるので容
易に計算できる． 
 
これらの「非可換類似」を考えることができ
る．非特異射影曲線上の代数的なベクトル束
のモジュライ空間上には一般テータ因子と
呼ばれる因子が存在している．一般テータ因
子に付随する直線束の大域切断は実際の関
数に対応するわけではないが，一般テータ函
数と呼ばれる．一般テータ函数の次元を求め
ることは興味深いが，ベクトル束のモジュラ
イ空間はアーベル多様体ではないため，具体
的に次元を計算するのは代数幾何学的手法
では困難であった．そんな中，一般テータ函
数の空間は共形場ブロックの空間に同型で
あるという，数理物理からの結果は代数幾何
学者には驚きであった．この同型を通して一
般テータ函数の空間の次元が求まった
（Verlinde の公式）． 
 
Verlinde の公式を用いて一般テータ函数の
空間を計算するとある種の双対性があるこ
とに気づく．非特異射影曲線 C 上で階数 r の
ベクトル束のモジュライ空間 M と階数 n の
ベクトル束のモジュライ空間 M’を考える．M
上のレベル n の一般テータ函数の空間と，M’
上のレベル r の一般テータ函数の空間は同じ
次元を持つのである．Beauville はこれらの
ベクトル空間の間に幾何学的に自然に定ま
る線形写像を定義し，それが同型であろう，
と予想した．これが Strange duality 予想で
あ る ． こ の 予 想 は Belkale[1], 
Marian-Oprea[2]によって解決された． 
 
この曲線上のベクトル束のモジュライに対
する Strange duality 予想に触発されて，
LePotier は代数曲面上の層のモジュライ空
間に対して Strange duality を考察した．す
なわち，代数曲面 S 上の然るべき代数的層の
モジュライ空間を二つ M, M’考え，それぞれ
の上の然るべき直線束 L, L’を考えるとき，L
の大域切断の空間とL’の大域切断の空間とが
双対である，と予想した．代数曲面が射影平
面のとき，Danila[3]はいくつかの場合に対し，
Strange duality を証明した．その後，本研
究者[4]や，Yuan[5], Gottsche[6]はさらにい
くつかの場合に Strange duality の成立を証
明した．しかし代数曲面上の層のモジュライ
に対する Strange duality は未だ多くの場合
未解決である． 
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２．研究の目的 
代数曲面上の層のモジュライ空間に対する
Strange duality 予想では，モジュライ空間
M 上の直線束 L の大域切断の空間を考察す
るのであるが，一般的に言って，この空間を
調べるのは（例えばその次元を計算するので
すら）難しい．これに対する一つの戦略は，
より調べやすい射影多様体 M’とその上の直
線束 L’で M と M’が余次元１で同型となるも
のを見つけることである．層のモジュライの
場合，安定性を計る偏極を動かすことによっ
て，双有理同値なモジュライ空間を作ること
ができるが，本研究者が興味を持っている射
影平面の場合は，ピカール数が１であるため
偏極を動かすことができない． 
 
この Strange duality の話とは全く独立した
話で，Arcara-Bertram-Coskun-Huizenga[1]
は，射影平面上の点のヒルベルト概形と双有
理同型な多様体として Bridgeland 半安定な
層の複体のモジュライ空間を考え，ヒルベル
ト概形の双有理幾何を調べた．同じ思想の下，
Coskun-Huizenga-Woolf[2]は射影平面の場
合に層のモジュライ空間の有効錐を完全に
決定してしまった．これは，層のモジュライ
空間を調べる際，それと双有理同型な層の複
体のモジュライ空間を考えることが有効で
あることを示唆している． 
 
Coskun-Huizenga-Woolf の手法を応用して，
本研究者[3]は，射影平面上の層のモジュライ
空間に対する Strange duality で，二つのモ
ジュライ空間のうち少なくとも一方が高さ
零なら，Strange duality が成立することを
示した． 



これらを踏まえ，本研究の目的は，射影平面
以外の場合にも，層の複体のモジュライ空間
を考えることにより，層のモジュライ空間の
幾何学的性質（有効錐や豊富錐など）を調べ
ることができるかを明らかにすることであ
る．また，その手法をもちいて，Strange 
duality へ応用できるかどうかを明らかにす
ることである． 
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３．研究の方法 
Coskun-Huizenga-Woolf による射影平面上の
層のモジュライ空間の研究で鍵となってい
た事柄は，Drezet によって導入された，射影
平面上の層のモジュライ空間の「高さ」とい
う量や一般化されたBeilinsonスペクトル系
列，およびそれと Kronecker quiver の関係
であった．よって，射影平面以外の有理曲面
に対して，Coskun-Huizenga-Woolf のアプロ
ーチを用いて層のモジュライを調べる本研
究においては，具体的な研究方法は，上述の
Drezet の結果を他の有理曲面に拡張すると
いうことになる． 
また，またこの一般化された事実を用いて，
層のモジュライ空間の有効錐の決定や，さら
にそれを用いた Strange duality への取り組
みが考えられる． 
 
４．研究成果 
（１）２次曲面上の半安定層のチャーン類に
ついて：代数曲面 S上で半安定層を考えたと
き，そのチャーン類はどの範囲を動くか，と
いう問題は，言い換えると，与えられたチャ
ーン類を持つ半安定層のモジュライ空間は
空か否かを決定する問題と同じであるから，
層のモジュライの研究において基本的問題
である．射影平面の場合は Drezet と
LePotier[1]は，半安定層のチャーン類を完
全に決定した．彼らの記述では射影平面上の
例外束が鍵になっている．彼らはまず，射影
平面上の例外束が，直線束から mutation と
いう操作ですべて得られることを示し，例外
束のチャーン類を決定した．そして半安定層
のチャーン類は，例外束を用いて記述される
ある範囲にあることを示した． 
Drezet[2],[3]は[1]の結果を精密にした．こ
の精密化の著しい点は，射影平面上の層のモ
ジュライに対して「高さ」という量を定義す

ることを可能にしたことである． 
Drezet や LePotier の研究の２次曲面版とし
て，Rudakov[4]は２次曲面上の半安定層のチ
ャーン類を決定している．彼の記述もやはり
２次曲面上の例外束を用いている．これは
Drezet-LePotier[1]の研究の２次曲面版で
ある．射影平面の場合には Drezet による精
密化があった．この精密化の２次曲面版は未
だ成し遂げられていない．本研究の研究成果
は，この精密化に相当するものを，第一チャ
ーン類が対称な場合に得ることができた，と
いうものである．その結果として，対称な第
一チャーン類を持つ半安定層のモジュライ
空間に対して「高さ」という量を定義するこ
とができた．対称な第一チャーン類を持つ半
安定層のチャーン類を記述するには，対称な
例外束を考えるだけで充分である，というの
が本質的な考察である．これはとても素朴な
観察であるが，今まで見過ごされていたよう
である． 
  
（２）高さ零の２次曲面上の半安定層のモジ
ュライ空間と quiver の表現空間について： 
Drezet は[3]で高さが零の層のモジュライ空
間はクロネッカーquiver の表現空間と同型
であることを示した．本研究の研究成果は，
これの２次曲面版を得た，ということである． 
対称な第一チャーン類を持つ半安定層のモ
ジュライ空間が高さ零のとき，それはある種
の quiver の表現空間と同型になることを示
した． 
 
 
 
ただし，ここに現れる quiver はクロネッカ
ーquiver とは限らず，上のような頂点か３つ
あるものも現れる． 
層と quiver の表現とは，一般化された
Beilinson のスペクトル系列により関係付け
られるが，モジュライ空間の同型を証明する
際一番核になるのは，この対応の下で，層の
安定性と quiver の表現の安定性が丁度対応
する，ということを示す部分である．Drezet
は LePotier の補題というものを用いて巧み
にこれを示しているが，議論ががやや技術的
過ぎるようにも思える．本研究では．
Bridgeland 安定性を考えることにより，この
部分の証明を概念的なものに置き換得るこ
とが出来た． 
 
（３）２次曲面上の半安定層のモジュライ空
間 の 有 効 錐 に つ い て ：
Coskun-Huizenga-Woolf は射影平面上の層の
モジュライ空間の有効錐を決定した．彼らは
錐の端を見つけるために，層のモジュライ空
間からクロネッカーquiver の表現空間へ写
像を構成した．本研究では，これの２次曲面
類似として，まず，２次曲面上の対称な第一
チャーン類を持つ層のモジュライ空間から，
（２）で現れた quiver の表現空間へ有理写



像を構成した．その結果として，２次曲面上
の対称な第一チャーン類を持つ層のモジュ
ライ空間の有効錐の「対称な部分」の記述を
得ることができた． 
 
（４）高さ零の２次曲面上の半安定層のモジ
ュライ空間の Strange duality につて：射影
空間上の層のモジュライ空間に対する
Strange duality に関する本研究者の結果と
して，Strange duality に現れるモジュライ
空間のうち一方が高さ零ならば Strange 
duality が成り立つ，というものがある．本
研究では，これの２次曲面類似として，２次
曲面上の対称な第一チャーン類を持つ層の
モジュライ空間に対する Strange duality も， 
現れるモジュライ空間の一方の高さが零な
らば，成立することを示した．ここで，モジ
ュライ空間の「高さ」とは，（１）で定義し
たものである． 
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