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研究成果の概要（和文）：多項式は数学では欠かせない概念であり，それらのなす環は現代代数学における基本
的対象である．しかし，多項式環を巡って，様々な難問が未解決のまま残されており，世界的に研究が行われて
いる．こうした問題の研究では，多項式環の自己同型やそれらのなす群が重要な役割を果たす．本研究では，多
項式環の自己同型群の部分群や関連する対象について詳細に調べ，様々な新しい知見を得た．また，多項式自己
同型に関する知識を活かし，ヒルベルトの第14問題の新しい反例を構成することにも成功した．

研究成果の概要（英文）：A polynomial is an indispensable concept in mathematics, and the ring formed
 by them is a basic object in modern algebra. However, there remain various difficult open problems 
concerning polynomial rings, which have been studied worldwide. In the study of such problems, 
automorphisms of a polynomial ring and the ring formed by them play important roles. In this 
research, we investigated subgroups of the automorphism group of a polynomial ring and related 
objects, and obtained various new information about them. We also succeeded in constructing a new 
counterexample to Hilbert's fourteenth problem by using the knowledge of polynomial automorphisms. 

研究分野： 可換環論
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ヒルベルトの基底定理をはじめ，多項式環に関する基本的な結果は，現代代数学において重要な役割を果たして
いる．多項式環の基本的な性質については未だ不明な点が多く，それらを解明することは，将来的に代数学の発
展に多大な貢献をするはずである．多項式環の自己同型や自己同型群は，多項式環を理解するうえで欠かせない
ものであり，本研究で得られた成果は，今後の多項式環研究で重要な意味を持つと考えられる．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
多項式環の周辺には，基本的だが非常に難解な問題が多数存在する．それらは，「アフィン代数
幾何学（多項式環論）」と呼ばれる研究領域を形成し，世界的に研究が行われている．こうした
問題の研究では，多項式環の自己同型や自己同型群の構造に関する情報が非常に有効である．
しかし，多項式環の一つ一つの自己同型でさえ，非常に難しい対象であるため，この方向から
の研究はあまり進んでいない． 
 
２．研究の目的 
研究代表者の従前の研究を発展させながら，多項式環の自己同型や自己同型群の構造について
詳細な研究を行う．また，それらをアフィン代数幾何学における他の問題の研究に応用し，進
展を図る． 
 
３．研究の方法 
国内外の関連領域の研究者たちと交流しながら研究を進めた．具体的に以下を行った． 
・谷本龍二（静岡大学），小島秀雄（新潟大学）たちと協力して，毎年 2回「多項式環論セミナ
ー」を開催した（ただし，2018 年 2 月は後述の PRAAG2018 として開催）． 
・関西学院大学で開催される「アフィン代数幾何学研究集会」に参加・協力した． 
・小野田信春（福井大），Gene Freudenburg (Western Michigan University)と共同で，国際会
議「Polynomial Rings and Affine Algebraic Geometry (PRAAG2018)」を開催した（2018 年 2
月 12 日～16 日，首都大学東京）．23名の海外研究者を含む 60名超が参加した． 
・海外の大学・研究機関等を訪問した． 
 
４．研究成果 
(1) 安定余順自己同型の研究 
多項式環の自己同型群の構造を調べるうえで，アフィン自己同型全体と一つの非アフィン自

己同型 F で生成される部分群の研究は基本的である．この部分群が順部分群を含むとき，F は
余順であるという．余順自己同型の概念は E. Edo によって導入され，最近，活発に研究が行わ
れている．しかし，基礎体が正標数場合に不明な点が多いなど，一般に扱いが難しい．本研究
ではその困難を解消するために「安定余順自己同型」の概念を新たに導入した．さらに，一般
の可換環を係数とする多項式環の自己同型 F に対し，F がいつ安定余順になるか判定するため
条件について詳細な研究を行った．その結果，必要性よび十分性それぞれについて，非常に精
密な判定条件が得られた．特に，係数環の標数が素数または 0で，かつ，係数環が無限体を含
む場合には，これは自己同型が安定余順であるための必要十分条件になる．また，この結果を
使うことにより，Edo-Lewis が構成した非余順な自己同型の例が，実は安定余順であることも
示した．それにより，安定余順の概念が，余順の概念の真の拡張であることが判明した．これ
らの結果は，雑誌論文②として発表した． 
ところで，この研究では，多項式環の自己同型群の部分群 NG(n,R)を新たに定義した．この

部分群は，研究代表者が過去に E. Edo との共同研究で扱った部分群とよく似ている．Edo との
共同研究で扱った部分群は，恒等写像以外の任意の元が基本簡約を許容するという著しい性質
を持つ．そこで，比較のため，NG(n,R)の元の基本簡約可能性について，微分作用素の技法を用
いて調べた．その結果，Edo との共同研究で扱った部分群と本質的に異なる性質を持つことが
判明した．この成果については，雑誌論文⑥で発表した．安定余順自己同型に関するこれらの
研究成果は，多項式環の自己同型の部分群を調べるための新たな手段を与えたという点で，大
きな意義があると考えられる． 
 
(2) 加法群作用の研究 
アフィン空間への加法群作用から，多項式環の自己同型の族が得られる．現在，加法群作用

の様々な構成法が知られており，興味深い自己同型が加法群作用を用いて構成されている．ア
フィン代数幾何学の諸問題の研究では，加法群作用がしばしば重要な役割を果たす．本研究で
は加法群作用の代数的構造に関する研究を行った． 
まず，加法群作用を持つ整域の構造に関する「中井の定理」について，従前の研究で一般化

に取り組んでいたが，結果をより深化させるために， Danielewski 曲面の座標環を具体例とし
て用いてさらなる考察を行った．その結果，定理の仮定に含まれる「幾何学的素元分解整域」
という条件は，除外すると主張が成り立たなくなることが分かった．これらの結果をまとめて
雑誌論文③として発表した． 
また，加法群作用の代数的構造についての理解を深める中で，アフィン平面への加法群作用

の分類に関するレンチュラー・宮西の定理が，２変数多項式環の自己同型に関してよく知られ
た Jung-van der Kulk の定理から簡単に導けることを見出した．現在のアフィン代数幾何学の
研究では，2 次元の場合の結果を基礎に高次元の場合に足を踏み入れることも少なくなく，2
次元の理論の整理は，高次元を窺う上でも有益と考えられる．この結果は，雑誌論文②として
発表した． 
 
(3) ヒルベルトの第 14問題の研究への応用 



 研究代表者は従前の研究において，ヒルベルトの第 14 問題の反例の構成に関していくつかの
重要な成果を挙げた．本研究では，多項式環の自己同型についての知見を活かすことで，極め
てシンプルで，なおかつ多くの反例を作り出せる理論の構築に成功した． 
 ヒルベルトの第 14問題は，n変数有理関数体 k(X)の部分体 Lで基礎体 k を含むものと，n変
数多項式環 k[X]の共通部分 L∩k[X]が k代数として有限生成かを問う問題である．本研究の成
果によれば，Lがある種の「極小性」を持ち，かつ，k上の超越次数が 2以上であるとき，Lに
対して「安定変形」を施すことで，常に Lをヒルベルトの第 14問題の反例に「改変」すること
ができる．「極小性」の仮定は実のところあまり本質的ではなく，この結果から，事実上ほとん
ど全ての Lをヒルベルトの第 14 問題の反例に「改変」できることが分かる． 
研究代表者の 2007 年の論文において，n=3 かつ[k(X):L]=2 の場合のヒルベルトの第 14問題

が未解決のまま残されたが，今回の結果によってこれが否定的に解決した．この成果は，ヒル
ベルトの第 14問題の反例の構成に関して，これまで研究代表者が行ってきた研究の集大成の一
つといえる．この成果は雑誌論文①として発表した． 
 
(4) 標数位数自己同型の研究 
標数 p>0 の体上では，加法群の元の位数は（単位元でなければ）常に pである．従って，ア

フィン空間への加法群作用から，位数 pの自己同型が誘導される．そのため，位数 pの自己同
型の研究は，加法群作用の研究と密接な関係がある．従前の研究で，多項式環の位数 pの自己
同型について予備的な考察を行っていたが，本研究でそれをさらに発展させた．主要な成果と
して，3次元アフィン空間への階数 3の加法群作用が任意に与えられたとき，それに適当な「改
変」を施すことで，階数 3の自己同型が必ず構成できることを示した．また，宮西正宜は位数
p のある自己同型の具体例を構成し，その不変式環が素元分解整域であるか否かという問題を
提起したが，この問題を一般化したうえで否定的に解決することにも成功した．これらの成果
は雑誌論文⑦，⑧として発表した．この方向の研究は非常に重要であると考えられるため，他
の問題等とも絡めながら，更なる研究を行う予定である． 
 
(5) 国際会議の開催 
本研究課題の大きな取り組みの一つとして，2018 年 2 月に国際会議 Polynomial Rings and 

Affine Algebraic Geometry(PRAAG2018)を首都大学東京で開催した．海外からの招待研究者 23
名を含む 60 名超が参加し，極めて有意義な議論や情報交換が行われた．「多項式環(polynomial 
ring)」を中心に据えた国際会議の日本での開催は稀有であり，この国際会議の開催は，関連領
域の研究の活性化にも大きく貢献したと考えている． 
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