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研究成果の概要（和文）：非特異射影代数曲線上の代数曲線束の構造をもつ一般型曲面に関して，相対的オイラ
ー・ポアンカレ標数，相対標準因子の自己交点数とファイバーの種数の値の組にはどのようなものが存在しうる
かという代数曲線束のジオグラフィーの問題を研究した．3重被覆およびガロア4重被覆の理論を用いて，クリフ
ォード指数が1,2となる代数曲線束についてこれらの不変量の間に成り立つ不等式関係を証明した．また，新た
に開発した射影直線束の被覆を用いた代数曲線束の構成法を駆使して，多くの代数曲線束の存在性を証明した．

研究成果の概要（英文）：We study the problem of the geography of fibrations of algebraic curves 
which is the question of which triplets of the relative Euler-Poincare characteristic, the 
self-intersection number of the relative canonical divisor and the genus of a fiber can occur for 
surfaces of general type with a fibration over smooth projective algebraic curve. By using the 
theory of triple coverings and Galois quadruple coverings, we give inequalities among these 
invariants for fibrations of Clifford index 1 and 2. Also we prove the existence of many fibrations 
of algebraic curves by newly developed methods for constructing the coverings of the projective line
 bundles. 

研究分野： 代数幾何学
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１．研究開始当初の背景 
小平次元による代数曲面の分類において

最大のクラスである一般型曲面の研究は
1960 年代に始まる．代数曲面にはオイラ
ー・ポアンカレ標数や標準因子の自己交点数
といった整数値をとる不変量が定まり， 
Bogomolov-宮岡-Yau の不等式に代表される
ように，これらの数値の組み合わせは限定さ
れる．このような背景で, 1981 年に Persson
は座標平面上の格子点を指定したとき，オイ
ラー・ポアンカレ標数の値が第一成分に，標
準因子の自己交点数の値が第二成分に一致
するような極小一般型曲面は存在するかと
いう問題を提起した． 
この問題はPersson自身により第二成分と

第一成分の比が小さい格子点に関して解決
しているが, このように一般型曲面の不変量
の組を座標平面上の格子点にプロットして
考えると，次の問題が自然に浮かんでくる． 
問題(1) : 格子点に対応する一般型曲面はど
のような構造的特徴をもち得るか． 
問題(2) : 特定の構造をもつ一般型曲面に対
応する格子点はどのように分布するのか． 
これらの問題は「一般型曲面のジオグラフ

ィー」と呼ばれ, 現在も一般型曲面の主な研
究指針として，国内外で研究が行われている． 
問題(2) については，「不変量を固定したと 
きの一般型曲面の構造とモジュライ空間を
調査する」という形式で多くの先行研究が存
在する． 
 
２．研究の目的 
本研究の研究対象は非特異射影代数曲線

上の代数曲線束の構造をもつ一般型曲面と
し、ジオグラフィーの問題における座標とし
て代数曲面の不変量を相対化した相対的オ
イラー・ポアンカレ標数および相対標準因子
の自己交点数とする．さらに，代数曲線束の
構造を表す不変量であるファイバーの種数
を座標に加えて，より詳細に上記の一般型曲
面のジオグラフィーの問題(2)の解明に取り
組む．  
 ファイバーの種数以外にもクリフォード
指数がある．これはおおよそファイバーから
射影直線への被覆次数を定め，例えば，クリ
フォード指数が 0である代数曲線束のファイ
バーは一般に射影直線の 2 重被覆（超楕円曲
線）となる．超楕円曲線束のジオグラフィー
に関しては代表者の先行研究があるが，ここ
で重要な役割を果たしたのが堀川による 2重
被覆の理論である．超楕円曲線束ではない場
合，すなわちクリフォード指数が正の場合に
研究を進めていくには，高次被覆に関して 2
重被覆の理論と同様の理論が不可欠となる．
しかし，5 次以上の被覆理論は存在しないこ
とから研究期間内にはクリフォード指数を 2
以下の場合のみを扱うことで，現れる被覆の
次数を 4 以下として以下の 2 点の解決を目標
に研究する． 
目標(i) : 代数曲線束が対応する格子点のお

およその分布を把握するため，不変量間に成 
り立つ不等式関係を究明する. 特に, 相対的
オイラー・ポアンカレ標数に関する不等式を
導く． 
目標(ii) : 実際に格子点に対応する代数曲線
束の存在性を示すことにより代数曲線束の
分布する領域を明らかにする．そのために，
不変量の計算が可能かつ多くの代数曲線束
を構成することができる方法を開発する． 
 
３．研究の方法 
 クリフォード指数の値を 1，2 と固定する
と，少しの例外を除いてファイバーは射影直
線の次数 3，4 の被覆となる．目標(i)の解決
には，この構造を利用して不変量の計算公式
からオイラー・ポアンカレ標数と相対標準因
子の自己交点数の計算式を与え，これらが含
む標準解消に由来する補正項を評価して不
変量の間の関係性を導く． 
代表者の超楕円曲線束のジオグラフィー

の問題に関する研究において成果を得る鍵
となったのは， 2 次被覆の分岐跡のパーツ
を様々組み合わせて，ある関数のグラフを境
界とする上半領域内の格子点に対応する超
楕円曲線束をすべて構成する方法の開発で
あった．そこで，この方法を発展させて，高
次ガロア被覆を用いた代数曲線束の構成法
を開発して目標(ii)の解決にあたる．この方法
では網羅できない格子点に関しては，代数曲
線のモジュライ空間内にモジュライ写像の
像となる曲線を与えて代数曲線束を構成す
る方法を模索する． 
 関連する分野の研究者との連携およびそ
の成果の収集を行いながら，本研究課題の成
果を発表するために研究集会を年度毎に開
催する． 
 
４．研究成果 
 目標(i)に関しては，Tan による非ガロア 3
重被覆の理論を用いて, クリフォード指数
が 1である代数曲線束のうち，分岐跡上の一
般点の逆像が二点となる射影直線束の3重被
覆やファイバーが半安定曲線となる場合に
ついて，特異点の標準解消に現れる例外因子
に課される条件を精密にし，補正項を評価し
た．その結果として，不変量間の不等式関係
を得ることができた．また，クリフォード指
数が 2である代数曲線束のうち，射影直線束
のガロア4重被覆で与えられる場合にも不変
量間の不等式関係を得た． 
 目標(ii)に関しては，研究の方法で述べた
代数曲線束の構成法を新たに射影直線束の 3
重被覆およびガロア4重被覆の場合に開発し，
これらを駆使して主に相対標準因子の自己
交点数と相対的オイラー・ポアンカレ標数の
比（スロープ）が小さい場合に代数曲線束の
存在領域を明らかにした．また，モジュライ
空間上にモジュライ写像の像を与える代数
曲線束の構成法について研究を行い，いくつ
かの代数曲線束を得ることができた． 
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