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研究成果の概要（和文）：これまで *-作用と関連する conjugation はヒルベルト空間、すなわち内積によって
定義されていて、これによって作用素の特長の研究が展開されていた。これをより一般の内積によらない 
conjugation の定義を導入し、これによって conjugation をバナッハ空間上に拡張した。それにより作用素の
スペクトルと数域の特長を調べた。今後これによって多くの研究が進められると考える。

研究成果の概要（英文）：Conjugation is defined in a Hilbert space. That is, it is defined by the 
inner product. By this definition, we have many papers of conjugations. We defined the conjugation 
in a Banach space. By this, we studied characterization of the spectrum and the numerical range of 
an operator concerning with a conjugation. From now on, conjugation on a Banach space we will be 
studied. 

研究分野： 関数解析学

キーワード： Entropy　Hilbert space　Operator Theory　dynamical system　Banach space

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
これまで conjugation はヒルベルト空間の時のみに定義されていたのであるが、これをより一般のバナッハ空
間上に定義することができたので、今後これに関連した研究が進められると考える。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
有界線形作用素の研究において n-isometric 作用素などの研究が進められていたが、
conjugation との関連では、ほとんど研究されていなかった。そこで conjugation との関
連で研究を進めると共に、バナッハ空間上の場合についても conjugation を導入し、スペ
クトルの諸性質を明らかにすることを目指した。 
 
２．研究の目的 
Double stochastic 行列と各種エントロピーの相互関係と等号条件を見つけ出し、それら
のエントロピーの値を求める。可測力学系と位相力学系との作用素論的基礎研究ではバナ
ッハ空間上への ｌ^1(Σ) の既約表現（存在その他）の研究を行う。さらに ｌ^1(Σ) の
イデヤルの構造問題においては ｌ^1(Σ) が Hermite Banach algebra であるかどうか
に、解答を与える。 
 
３．研究の方法 
本研究の推進は特定の機材などを必要とするものではないが、国内外の研究者達と意見交
換しながら進めることが重要であるので、できる限り国際研究集会での研究発表を行うと
共に、同様の問題を共有する研究者たちと議論することに努めた。 
 
４．研究成果 
2015 年度から 2019 年度までの期間で研究を進めている「各種エントロピーを巡る展開

および可測力学系と位相力学系との作用素論的基礎研究」について、2019 年度は本研究の
最後の年であったので、これまでの研究結果を論文として纏めることと研究成果の発表を
積極的に進めた。そして研究はおおむね目標を達成することができた。 
Double stochastic 行列と各種エントロピーを巡る展開において、各要素はすべて非負

である行列に対して、各行および各列の和が共に 1 であるものは Double stochastic 行列
と呼ばれる。n 次複素行列上の正線形写像Φが単位元を単位元に移し、標準トレースを保
存するならば、その写像から必然的に Double stochastic 行列 T(Φ)が浮上してくる。従
って上記の性質をもつ写像Φに対する議論と Double stochastic 行列 T(Φ)に対する議論
を平行に進めることができる。このことに注視して T(Φ)にエントロピーを定義すること
により、その値がゼロであることによる写像Φの性質の特徴付けを行った。さらに「作用
素論的基礎研究」においては昨年度に引き続き、ヒルベルト空間上の有界線形作用素に対
して complex-symmetric operator の一般化と、スペクトルの特徴について研究を進めた。
論文「On [m,C]-complex symmetric operators, Filomat 31(2017), 2073-2080」での主な
結果は作用素 T が [m,C]-complex symmetric のとき、0 を T の近似点スペクトルに含ま
ないこと、a を T の近似点スペクトルに持つなら a の逆数の共役複素数も T の近似点ス
ペクトルに属するなどを示した。さらに T が m-isometric で S が n-isometric のとき 
T と S のテンソル積 T⊗S が (m+n-1)-isometric 作用素となる結果は B. Duggal によっ
て得られていたが、その証明は非常に長いものであった。この証明に簡潔な証明を与えた。
論文「Properties of m-complex symmetric operators, Stud. Univ. Babes-Bolyai Math. 
62(2017), 233-248」においては m-complex symmetric 作用素で、T が m-complex symmetric 
で N が n-nilpotent であるとき TN = NT であれば T +N は (m+2n-2)-complex symmetric 
であること、さらに T が m-complex symmetric のとき T* が Browder であることと 
generalized Browder であることが同値であることなどを示した。論文「On ∞-complex 
symmetric operators, Glasgow Math. J. (2017), 1-16」においては quasi-nilpotent 作
用素 N に対して T=aI + N が∞-complex symmetric であること、および T と S が ∞
-complex symmetric のとき、T と S のテンソル積 T⊗S も ∞-isometric 作用素となるこ
となどを示した。論文「( ∞ ,C)-isometric operators, Operators and Matrices, 11(2017), 
793-806」においては conjugation C により(∞,C)-isometric 作用素を導入しこの作用素
の性質を調べ発表した。主なものとしては T が(∞,C)-isometric のとき T* や逆作用素 
T-1,Tn も(∞,C)-isometric であることなどである。論文「On skew [m,C]-symmetric 
operators, Adv. Oper. Theory, 2(2017), 468-474 」 に お い て は 、 新 し く skew 
[m,C]-symmetric 作用素を導入して、この作用素についての基本的な性質を調べて発表し
た。主な結果はこの作用素のスペクトルの共役複素数が元のスペクトルのマイナスの積で
あること、T* や逆作用素 T^{-1}も skew [m,C]-symmetric 作用素であることであり、作
用素の和 T+S と積 TS についてもそれぞれ skew [m,C]-symmetric 作用素になることを示
した。論文「On the joint spectra of commuting tuples of operators and a conjugation, 
Functional Analysis, Approximation and Computation, 9:2 (2017),21-26」においては
可換な作用素の n-tuple T=(T1,…,Tn)と conjugation C での n-tuple CTC = (CT1C,
…,CTnC)について CTC の Taylor spectrum は T の Taylor spectrum の複素共役である
ことを示した。さらに m-symmetric tuple を導入し、この作用素の joint approximate 
point spectrum を特徴付けた。論文「On symmetric and skew symmetric operators, Filomat 
31 (2018), 2073-2080」においては Helton class を導入し、この作用素のスペクトルの



性質などを調べた。さらに m-complex symmetric 作用素について、T^* が SVEP であれば 
T も SVEP であることなどを示した。m-skew complex symmetric の ときには T が 
decomposable である必要十分条件は T^* が性質 (β)を持つことであることを示した。 
2019 年度の研究では ℓ̂1( Σ) のイデヤルの構造。C*(Sigma) では力学系が

topologically free のときにその部分環 C(X) がそのイデヤルの構造を反映するのは以前
から知られていたが、一般の系で ℓ̂1（Σ) まで含めてその可換子環、C(X)',C(X)'_1 がそ
れぞれの閉イデヤルの構造を反映していることが判明し、その結果それぞれの単純性と力
学系の極小性の同値性が判明した。さらにこの結果は ℓ̂1（Σ) においてそのすべての閉
イデヤルが自己共役であることと力学系が自由（周期点が無い）であることとの同値性の
証明にも使われる。ここで C(X)'_1 と ℓ̂1（Σ) の構造とは（Hermite 性の問題などを通
じて）さらに深い関係があるので引き続きこの面を研究する。ちなみに ℓ̂1（Σ) が
Hermite Banach algebra なのかどうかは部分的な解決以外一般にはまだ解決されていない。
作用素が不変部分空間を持つか否かについては、V. Lomonosov により新たな展開となった
が、今も作用素論の重要な問題である。この問題を hyponormal 作用素に拡張するために
色々な研究がなされている。これについて ExB-operator を導入し、この問題を解決する。
これに関連して、加藤敏夫氏によって研究が進められた 閉作用素に対する perturbation 
class problem について研究を進める。ここではまず nonseparable Q.I. Banach space を
見つけ出す。次に PF+(X) ̸= SS(X) であるバナッハ空間 X を見つけ出す。有限 I 型因子環
（即ち、行列環）M の状態 σ に対する von Neumann エントロピー S(σ) は M の状態の
なす集合における不変量として中心的な役割を果たす。一方、有限型 von Neumann 環 M の
部分 von Neumann 環 N に対する条件付き期待値 EN は、状態の概念を拡張したものであ
り、 Unital completely positive map の最も代表的なものとしての、役割を果たす。Unital 
completely positive map Ф に対して、von Neumann entropy タイプの概念を導入して、
Фに対するエントロピー S(Ф)を定義する。 
(1) 特にФ が N に対する条件付き期待値 EN の場合には、EN に対して、ここで定義す

るエントロピー S(EN) と N に対する Connes-Stormer エントロピーH(N) 更には相対 エ
ントロピー H(M | N) との関係が期待される。 
(2) また、arXiv に載せて雑誌には投稿していない下記の論文で導入した Unital 

completely positive map の集合に於ける作用素的端点のエントロピー S(Ф)による特徴
付けも期待される。 
上記 (1),(2) の結果を得る事を目的として、Unital completely positive map Ф に対

して、von Neumann entropy タイプのエントロピー S(Ф) を導入する。ℓ̂1（Σ) の既約
表現の研究、C*-環のヒルベルト空間上への位相的な既約表現はすべて代数的にも既約であ
るという Kadison (1957) の結果以来この半世紀以上の間バナッハ*－環の既約表現はすべ
てヒルベルト空間上への位相的な既約表現論のみが研究されてきた。その代表的なものに
この方面の研究の基本文献とみなされている V.Ptak の長文の論文がある。しかしこれは
数学的な観点からは基本的におかしい方向である。何故ならさまざまなバナッハ＊－環は
それぞれに独自の成立背景を持っているのでそれをすべてＣ＊－環論と同一視すべきでは
なく上述の Kadison の結果はＣ＊－環が特に ℓ̂2－理論と compatible な成り立ちをして
いるのだと理解すべきであろう。そして力学系からなる ℓ̂1(Σ) はその成り立ちから
C*(Σ) と異なり従ってまた ℓ 2－理論とは compatible ではありえないと考えられる。そ
の一つの表れとして非周期点からヒルベルト空間上に作られた基礎的な位相的既約表現が
代数的には既約な表現になっていないことが示される。したがって半世紀来の定説を覆す
新しいバナッハ＊－環の既約表現論の原型としてここではバナッハ空間上への ℓ̂1(Σ)の
既約表現（存在その他）の研究を行う。ちなみにこの研究は proper 閉イデヤルの C*-norm 
closure がまた proper なのかという問題（解決済み）を飛び越えて極大左閉イデヤルの 
closure の問題になるので更に難しくなる。作用素論的基礎研究においてはヒルベルト空
間上の作用素の n-tuple についての研究を進めると共に、バナッハ空間上の作用素につい
ての conjugation とに関係する諸性質の研究を進めたいと考えている。 
 
「各種エントロピーを巡る展開および可測力学系と位相力学系との作用素論的基礎研

究」の題名で、5 年計画で研究を進めた。この間発表した研究論文はほとんどが外国で出
版されている査読付きの雑誌で、合計 30編にのぼる。これは当初の予想を上回る数である。
口頭での研究発表は国内での研究集会において 10回、国際研究集会では 9回行った。質問
も多く受け、インパクトある結果を得ることができた。この間、予想しなかったことは起
きなかった。今後の研究としては上記の文章に記載したとおりだが、それ以外として 
Putnam の不等式の n-tuple 版について、D. Xia により得られた結果がある。これは Xia 
による新たな joint スペクトルから求められている。一般的な joint スペクトルは
Taylor スペクトルであるので、Taylor スペクトルによる Putnam の不等式を得ることを
目指す。 
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