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研究成果の概要（和文）：大きな成果の１つは、野井貴弘氏との共同研究による変動指数Herz空間の研究です。
変動指数とMuckenhoupt荷重の両方をもつ関数空間において基本的な作用素の有界性を示す方法を確立しまし
た。また、変動指数をもつ臨海型Herz空間に付随する新たなHardy空間を定義し、その基本性質を明らかにしま
した。さらに、2つの荷重をもつ変動指数型重み付きHerz空間を定義し、その別ノルムを与え、この関数空間の
解析の基礎を築きました。
また別の成果として、澤野嘉宏氏、野ヶ山徹氏、野井貴弘氏との共同研究により、局所型変動指数Muckenhoupt
の荷重とそれに伴う関数空間に関する諸結果を導きました。

研究成果の概要（英文）：One of the important result is a study on Herz spaces with variable 
exponents joint work with Professor Takahiro Noi. We have constructed a method which shows 
boundedness of some fundamental operators on function spaces involving variable exponent and 
Muckenhoupt weight. In addition, we have defined a new Hardy Space associated to critical Herz 
spaces with variable exponent and proved some basic properties of the space. Additionally we have 
defined two weighted Herz spaces with variable exponents and given equivalent norms. As a result, we
 have constructed a basic analysis method on those spaces.
One of the another result is a joint work with Professor Yoshihiro Sawano, Doctor Toru Nogayama and 
Professor Takahiro Noi, which have obtained several results on local Muckenhoupt weights with 
variable exponent and corresponding function spaces.

研究分野： 実解析

キーワード： ウェーブレット　変動指数　Muckenhouptの理論　BMO

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
今後、より多くの自然現象の数学モデル化や工学における諸分野におけるウェーブレット理論や変動指数解析の
応用を進めていく上で、その枠組みとなる多用な関数空間が求められることになります。Herz空間において、変
動指数とMuckenhoupt荷重の理論を用いて変動指数型の荷重つきの新たな関数のクラスを複数定義してそれらの
性質を明らかにできたこと、実解析における最新の理論ともいえる局所変動指数型Muckenhouptの荷重理論の研
究に取り組み、その荷重と変動指数の両方をもつ幾つかの関数空間において一定の成果を得られたことは大変意
義があります。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
 実解析学の分野において、古くから知られている Muckenhoupt の理論に変動指数解析を取り入
れた変動指数Muckenhouptの理論の研究が2010年頃から活発に行われるようになってきました。 
元々の Muckenhoupt の荷重のクラスと比較しながらこの新しい荷重のクラスの性質を究明する
こと、そしてこの荷重と変動指数をもつ関数空間の特性を明らかにしていくことが求められて
いました。 
 一方、複素変数の関数空間の研究においても、変動指数を用いた関数空間の一般化が注目され
ていました。研究開始当初、単位円板上の Bergman 空間や BMO 空間、複素平面上の Bargmann-
Fock 空間などの関数空間の変動指数を用いた一般化の研究が知られていました。より多くの関
数空間あるいは積分不等式に変動指数を導入することにより、複素解析学特有の変動指数解析
を進めていくべき時期となっていました。 
 
２．研究の目的 
 
 将来様々な自然現象の数学モデル化、画像解析、信号解析といった応用を実現させていくため
に、実解析分野において重要なことはその枠組みとして期待される様々な関数空間の性質を明
らかにしておくことです。従来の Muckenhoupt の理論だけでなく、最新の変動指数解析の理論も
取り入れ、より多くの関数空間を深く追求すること、特に応用へと現実的に繋がるようなウェー
ブレットを用いた考察を行って具体的な成果を出すことが目的です。 
 
３．研究の方法 
  
 関数空間を調べるにあたっては大きく 2 つの研究の視点があります。1 つは、変動指数関数空
間を含む Banach 関数空間、あるいは ball Banach 関数空間といった広い関数空間の視点からの
関数空間をとらえることです。もう１つは、変動指数あるいは特殊な荷重をもつ新たなクラスの
関数空間を考察するにあたって、従来の既知の結果との比較を入念に行うことです。従来の結果
と比べ、自明に成り立つ性質はそのまま生かす、非自明でない性質は証明を与え、成り立たない
性質に直面した際はそれを乗り越えるための改善策を別の視点から問題点を見直すことにより
研究を深めていきます。この両輪で関数空間の研究を進めてきました。こうした議論を繰り返し、 
重要な作用素の有界性、関数空間の双対性、稠密性を調べ、それを利用して、別ノルム・別表現
を与えることにより関数空間を特徴付け、優れた基底の構成へと成果を繋げていきました。 
 
４．研究成果 
 
(1) BMO ノルムの一般化 
 
Ho 氏は、一般的な Banach 関数空間のノルムを用いた BMO ノルムの特徴付けについて、自身の

Hardy 空間の原子分解の副産物として証明しました。私はこの研究結果に注目し、Hardy-
Littlewood の極大作用素の有界性、Banach 関数空間の双対性、そして Rubio de Francia のアル
ゴリズムを用いたより簡潔な別証明を与えました。さらに澤野嘉宏氏との共同研究により、この
BMO ノルムの特徴付けは通常の Banach 関数空間からより一般的な ball Banach 関数空間の場合
へ拡張できることも示しました。この結果により、BMO ノルムの特徴付けは通常の Banach 関数
空間の枠組みでは扱えなかった特別な Morrey 空間の場合へも適用できることが保証されました。
また、澤野嘉宏氏、野井貴弘氏との共同研究により、BMO 空間における重要な不等式である John-
Nirenberg の不等式を ball Banach 関数空間の場合へ拡張し、その不等式を用いた BMO ノルムの
特徴付けを示しました。 
 
(2) 変動指数型重み付き Herz 空間の研究 
 
 野井貴弘氏との共同研究により、変動指数 Herz 空間に荷重をつけた新たな関数空間の定義や
その関数空間における種々の作用素の有界性など多くの課題に取り組みました。成果の１つと
して、変動指数が 1つの Herz 空間に１つの Muckenhoupt 荷重をつけた新たな重み付き変動指数
Herz 空間を定義し、この関数空間において分数積分作用素、あるクラスの本質的平方関数など
の作用素の有界性を証明しました。また、変動指数 Herz 空間に関連する新たな関数空間のクラ
スとして、変動指数をもつ臨海型 Herz 空間に付随する新たな Hardy 空間を定義しました。そし
て、この関数空間の解析のために必要となる原子分解や双対性といった諸結果を示しました。さ
らなる新たなクラスとして、３つの変動指数と２つの荷重をもつ変動指数型重み付き Herz 空間
を定義しました。Herz 空間には斉次、非斉次の２種類がありますが、それぞれ変動指数が１つ



の臨界型の重み付き Herz 空間と同値なノルムをもつことを示しました。この同値なノルムによ
る特徴付けにより、この関数空間における BMO 関数を伴う交換子積の有界性を証明しました。こ
の特徴付けはこの関数空間の解析において非常に有用であり、今回の研究における有界性の証
明の議論は特異積分作用素やベクトル値不等式などその他の有界性を示す際にも適用可能です。 
  
(3) 複素変数関数と積分不等式 
 
 複素変数関数の関数空間の研究の一環として、１変数複素関数に関する古典的な理論の見直し
に取り組みました。その１つとして、小山剛史氏との共同研究により、de Branges の定理
(Bieberbach予想)の証明において重要な役割を果たす Carathéodoryの核収束定理の初等的証明
を与えました。また、小山剛史氏、野井貴弘氏、竹内達基氏との共同研究では、Bloch の定理に
注目し、その定数評価の簡潔な証明を与えました。 
 また、澤野嘉宏氏、野井貴弘氏との共同研究として、変動指数を伴う複素変数関数空間の研究
に取り組みました。その成果として、単位円板上の Bergman 射影、半平面上の Bergman 射影、半
平面上の調和射影といった幾つかの重要な作用素について、変動指数を伴うモジュラー不等式
を考察した際、その成立は変動指数が定数指数の場合に限ることを示しました。この結果により、
実変数関数の場合における既知の結果と同様、複素変数関数についての幾つかの作用素につい
ても、変動指数の議論においては、ノルム不等式とモジュラー不等式との間に決定的な差異が生
じることが示されました。 
 
(4) 変動指数型局所 Muckenhoupt 荷重の理論とその荷重をもつ変動指数型荷重付き関数空間の

研究 
 
 2010 年頃から研究が始まった変動指数型の Muckenhoupt の理論に関して、さらに Rychkov によ
って提唱された Muckenhoupt の荷重の局所化を取り入れて新しく定義された変動指数型局所
Muckenhoupt 荷重の研究に取り組みました。定数指数の場合と同様に成り立つことや明らかな差
異を示しつつ、この荷重の性質やこの荷重を伴う変動指数型重み付き関数空間を考察しました。
荷重の性質を考察する過程において、変動指数型 Muckenhoupt のクラスの単調性が示されまし
た。これは定数指数の通常の Muckenhoupt のクラスがもつ重要な性質の１つであり、この性質が
変動指数の場合に一般化されることにより、考察の対象としている関数空間における議論をよ
り広く深く展開していくことができました。澤野嘉宏氏、野ヶ山徹氏、野井貴弘氏との共同研究
により、この荷重をもつ関数空間の中でも特に Lebesuge 空間、Sobolev 空間、Hardy 空間を対象
として、それぞれの関数空間に応じた適切な性質をもつウェーブレットを用いて、変動指数に関
する適当な条件下で特徴付けや基底の構成を示しました。 
 
(5) 変動指数関数空間を含むより一般的な関数空間のウェーブレットによる特徴付けとモジュ

ラー不等式 
 
 中井英一氏、澤野嘉宏氏との共同研究により、変動指数および変動指数型 Muckenhoupt 荷重の
両方をもつ変動指数型重み付き Lebesgue 空間の特徴付けに取り組みました。2015 年において
は、両者を合わせもつ関数空間に対するウェーブレットを用いた考察というのはこれが初めて
の試みでした。この関数空間において特異積分作用素の有界性を示し、その結果を応用してウェ
ーブレットによる特徴付けを得ることができました。また、ウェーブレットに関連した直交射影
作用素、平方関数についてのモジュラー不等式を考察し、これらの積分不等式が成立するために
は変動指数が定数指数でなければならないことを示しました。これは荷重なしの場合における
既知の結果の一般化となりました。また、こうしたウェーブレットによる特徴付けの対象をより
多くの関数空間へと広げていくことにも取り組みました。その成果として、一般化された Orlicz
関数を用いて定義される Musielak–Orlicz 型の Hardy 空間についての原子分解による特徴付け、
そしてウェーブレットによる特徴付けを証明しました。 
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