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研究成果の概要（和文）：　研究期間の前半では「複素径数によってある擬凸状領域を形成する開トーラスの族
があるとき，個々の開トーラスの双曲的スパンが径数領域上の実数値関数として捉えられるわけだが，それが劣
調和である」を示した．後半では　種数が高い場合にもよい領域関数を見出し得るかどうかも問題とした．ま
ず，有限種数開リーマン面の正則な流体力学的微分が定める周期行列を新しい視点から定義・考察し，既知の結
果を拡張するとともにその意味を明らかにし，新しい型の周期行列を用いてスパンの概念を新たにした．多変数
複素関数論的見地からは，高い種数の開リーマン面上の流体力学的微分の変分公式に進展が見られた．

研究成果の概要（英文）： In our studies preceding the present project we observed the set of all 
tori into which a given open torus (= an open Riemann surface of genus one) can be conformally 
embedded and reached the notion of hyperbolic span of the open torus. It can be viewed as a domain 
functon so that we have a new problem of studying its dependence on the open torus. One of the main 
results in this project reads: If a family of open bordered tori varying with the parameter in the 
unit disk forms a pseudoconvex domain in a two-dimensional complex manifold, then the hyperbolic 
span is a subharmonic function on the unit disk. A condition for the hyperbolic span to be a 
harmonic function is also given.  Some additional results were obtained in this project, which would
 be useful to generalize the above mentioned theorem to any open Riemann surfaces of finite genus. 
We studied in particular the period matrices of holomorphic hydrodynamic differentials on such 
surfaces and obtained a new type of span.

研究分野： 複素解析学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
開トーラスが1つだけではなく複素径数とともに変化するとき，個々の開トーラスの双曲的スパンが径数領域上
の実数値関数として得られるわけだが，その動きを知ることは非常に興味深い（西野 利雄氏の指摘）．私たち
の主成果は，少なくとも種数が1の場合においてこの指摘を具体的に定式化し証明したことで，その意義は大き
い．
 同様の問題を種数が高い開リーマン面についても扱うために，正則な流体力学的微分が定める周期行列を新し
い視点に立って定義・考察し古典的周期行列との類似性や相違点を詳しく調べたが，これは従来行われてこなか
った研究の方法で意義深い．たとえばその応用のひとつとして新しい型のスパンの概念が得られた．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 
 
当初の学術的背景のうちで最も直接的なものは代表者が以前に得ていた成果のうちの， 
主として次のものである． 
1．有限種数の開リーマン面は，その上の流体力学的に意味づけられる有理型関数を仲介とし
て，同じ種数の閉リーマン面の中に等角的に埋め込まれる --- 流体力学的接続の存在． 
2．種数 1 の開リーマン面（以下簡単に開トーラスと呼ぶ）の接続となり得る閉リーマン面（ト
ーラス）の全体はそのモジュラスの集合によって完全に特徴づけられる． 
3．開リーマン面には（ユークリッド的）スパンと呼ばれる非負の実数が対応づけられ，これ
は等角写像論や単葉関数論において有用な Schiffer スパンの自然な拡張になっている． 
4．開トーラスには，上述のユークリッド的スパンのほかに，面の標準ホモロジー基底に依ら
ずに定まる双曲的スパンと称する量が定義され，古典的な結果に類似あるいは対応する性質の
ほか，幾つかの新しい特性をもつ． 
このほか，グリーン関数や主関数など開リーマン面上の特徴ある関数や微分について，多変

数複素関数論的な手法によって幾つかの変分公式がすでに知られていたこともまた背景の重要
な一部をなす．領域関数としての双曲的スパンが同じように多変数複素関数論的によい動きを
示すであろうとの西野利雄氏の指摘もまたこの研究課題の強い契機を与えるものであった． 
この課題の思想的背景には次のような古典的話題との深い関係があることもまた指摘に値す

るであろう．たとえば，等角的埋め込みの研究として「リーマンの写像定理」や「一般一意化
定理（等角写像論の基本定理）」などと，また領域関数としてのスパンの考察は古典的な「単葉
関数論」あるいは「幾何学的関数論」と，深く関わる．さらにはまた，等角的埋め込みによっ
て開リーマン面の理想境界が閉リーマン面の中で実現されることは，通常の「解析接続の研究」
の一般化・抽象化を意味する． 

 
 
２． 研究の目的 
              
この課題においては，種数が正かつ有限な開リーマン面のなすある族がたとえば単位円板内を
動く複素径数によって与えられていて，しかもその全体が擬凸状領域であるとき，個々の開リ
ーマン面のスパンは径数の関数としてどのような挙動を見せるか，を考察することを主目的と
した．とくに，種数１の縁付き開リーマン面の場合に，双曲的スパンの挙動を調べ，その挙動
の特徴によって擬凸状領域あるいは開リーマン面族の特徴を導出することを狙った． 
さらなる発展として，種数が 2 以上の一般の開リーマン面からなる族の場合にはどのように

進めばよいかについての考察も視野に入れた．この方針を進めるためには，あるいは将来考え
るべき問題への準備としても，種数が 2 以上の開リーマン面の接続の全体を把握すること，お
よびこのような開リーマン面のスパンの新しい定義を模索すること，など扱うべき 
問題は多い．これらについての考察もこの課題の潜在的な目的といえよう．具体的には，たと
えば流体力学的微分の周期行列やノルムの研究，あるいは流体力学的接続の極値性質の研究，
本質的な意義を持つスパンの発見，さらに並行した形で流体力学的微分の変分公式の整備など
を挙げることができる． 

 
 
３． 研究の方法 
 
この研究課題の遂行は，開リーマン面論と多変数複素関数論とのそれぞれの手法の融合を特徴
的な方法としている．前者については与えられた開リーマン面からの等角的埋め込みを許す閉
リーマン面の全体を量的に記述するスパンの概念が主役を担うが，その性質や研究の方法を詳
しく述べるために必要な「接続」について簡単に説明する．開リーマン面の接続の歴史は古く，
誕生からすでにほとんど 1 世紀を経ているが，種数有限な場合に限っても厳密な定義の上に立
って接続を捉えることはなされてこなかった．代表者の研究手法の特徴のひとつは，接続の定
義をリーマン面の位相的構造に着目して行うことであり，もうひとつは接続を定める等角的埋
め込みのうちで際立った特性をもつものを開リーマン面の理想境界の近傍における挙動を用い
て描き出すことにあった．その結果，接続の全体が明確な形で把握されるようになるが，さら
に，古典的なスパンに相当する新しい量が領域関数として有用であることを示す．後者につい
ては擬凸状領域の概念が重要である．具体的にいえば，縁付き開リーマン面の族を考えてそこ
での新しいスパンの動きを調べることになる．その際の方法は，流体力学的微分の変分公式を
まず証明し次に族が擬凸状領域であることを利用して新しいスパンの多変数複素関数論的な性
質を調べるというものである． 
 とくに，種数が 1 の場合について正確な定式化と厳密な証明を与える．ここまででこの研究
課題の主目的は達せられた，その後はその拡張・一般化を目指して，種数が 1 より大きな開リ
ーマン面の上で正則な流体力学的微分によって定まる周期行列の新しい定義し，それを応用し
て接続の全体をより深く把握することを目指すことになる．変分公式の拡張もまた重要な方法
である． 



 
 
４． 研究成果 
 
この研究課題において目的としたところは，簡潔にいえば「有限種数開リーマン面のスパンを
領域関数として捉えるとき，それが開リーマン面の変化とともにどのように動くか」という問
題を扱うことであった．具体的に考えるべき問題は多岐にわたるが，少なくともこれまでに得
てきた種々の結果（研究の背景欄を参照）がこの問題の本質的部分への重要な手がかりを与え
ることは，研究目的欄においても詳しく述べたように，疑う余地がない．また．研究方法欄に
おいて述べたように，基礎的である場合としてわけても重要なのは，種数が１の有限リーマン
面（コンパクトな縁つき開リーマン面の内部）の場合である．しかしこの場合でさえ，従来か
ら研究されてきたことではないから，まず問題を厳密に定式化し，次にその主張の証明を与え
ることが求められたわけだが，それは研究期間の前半においてほぼ完全に達成された．すなわ
ち，種数が１であることを有効に利用した双曲的スパンを擬凸状領域を形成する開リーマン面
の族について考えることによって，たとえば双曲的スパンの劣調和性やそれが調和になる場合
の族（あるいは擬凸状領域）の特徴づけなどが証明された．この結果は山口・濱野両氏との共
著論文としてすでに公表されている． 
 
研究計画の次の段階は，上の結果の吟味や拡張などについての考察を試みることであった．こ
れには明らかに多くの点で新しい困難が伴う．たとえば開リーマン面の種数が 1を超えること
によってその接続の全体は種数が 1の場合に比べてはるかに複雑になる．また，双曲的に考え
られたスパンもそのままでは通用しなくなる．これらの問題を詳しく考察し，たとえ部分的に
ではあっても解決することは，この研究課題の当初からの目的にも計画にも含めてあったし，
それ自身としても非常に意義深いものである．この問題に関する成果は次のようである． 
 
リーマン面論の立場からは，有限種数開リーマン面の正則な流体力学的微分が定める周期行列
を新しい視点に立って定義・考察し，閉リーマン面についてよく知られた周期行列との類似性
や相違点を詳しく調べた．とくに，与えられた開リーマン面の接続の全体について以前に示し
た結果を拡張するとともにその意味を明らかにした．新しい型の周期行列を用いてスパンの概
念を一般化した．接続の全体については，別の重要な話題との関連でも，増本氏とともに新し
い方向に踏み込みつつある．また，スパンについてのより具体的な研究も行った．一方，多変
数複素関数論的見地からは，高い種数の開リーマン面上の流体力学的微分の変分公式に進展が
見られた．これらの成果は，本報告書の作成時点においては．学会講演など口頭での発表が主
で，それらを論文の形として公表するのにはもう少し時間を要する． 
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