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研究成果の概要（和文）：本研究課題では，粘性Hamilton-Jacobi方程式と呼ばれる非線形偏微分方程式に対す
る臨界性理論について，確率最適制御理論と偏微分方程式論の手法を用いて考察した．具体的には，確率最適制
御問題に現れる一種の「相転移」現象が粘性Hamilton-Jacobi方程式の一般化主固有値と密接に関係することを
明らかにし，方程式の空間次元や非線形性の強度が相転移現象にどのように影響するのかを，ある程度定量的な
形で評価した．

研究成果の概要（英文）：In this research, we studied the criticality theory for a class of nonlinear
 partial differential equations, called viscous Hamilton-Jacobi equations, by using both 
probabilistic and PDE theoretic methods. More specifically, we clarified the relationship between “
phase transition” phenomena arising in stochastic optimal control and the generalized principal 
eigenvalue for viscous Hamilton-Jacobi equations. We especially quantified such phase transitions in
 terms of the space dimensions as well as the intensity of nonlinearity of the equation.

研究分野：確率論

キーワード： 確率最適制御
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１．研究開始当初の背景 

線形偏微分作用素に対する臨界性理論につ

いては，関数解析やポテンシャル論，あるい

は確率論に基づいた詳細な研究がこれまで

にも知られていた．一方で，本研究課題で対

象とする粘性Hamilton-Jacobi方程式に対す

る臨界性理論については，本研究代表者によ

る幾つかの基礎的研究を除いては未解明の

状況にあった．また，臨界性理論の確率最適

制御理論による考察は，これまでになかった

問題意識だと思われる． 

 

２．研究の目的 

本研究では，確率最適制御問題に現れる一種

の「相転移」現象の解明を目的とする．具体

的には，評価基準汎関数に含まれる 実数パ

ラ メ ー タの値がある臨界値を超えるとき，

最適値の変化率や最適軌道の再帰性などの

最適制御に関わる定性的な性質が大きく変

化することを，幅広いモデルに適用可能な

一般的な枠組みで証明する． 

 

３．研究の方法 

本研究では，粘性 Hamilton-Jacobi 方程式の

解の諸性質を，確率論と非線形偏微分方程式

論の双方の手法を用いて調べる．特に前者で

は，確率最適制御理論の立場からの考察を試

みる． 

 

４．研究成果 

本研究期間を通して得られた主要な結果を，

年度ごとに述べる． 

まず，平成 27 年度では，2 次より真に大き

な非線形項を持つ粘性Hamilton-Jacobi方程

式の臨界性理論について詳しく考察し，以下

の結果を得た． 

(a) 指数無限大における極限問題． 

粘性 Hamilton-Jacobi方程式の非線形項の指

数が無限大に発散するとき，もとの方程式に

対するエ ルゴード問題の一般化主固有値は，

ある勾配拘束(gradient constraint)付きの

粘性Hamilton-Jacobi方程式に対するエルゴ

ード問題の一般化主固有値に収束すること

を示した． 

(b) 極限方程式に対する臨界性理論． 

前 項で導出した極限方程式に対するエルゴ

ード問題について，方程式に含まれるパラ

メータを変化させるとき，ある臨界値を境

に方程式の解の定性的な性質が大きく変化

することを示した．この種の臨界性は極限

操作を行う前の方程式にも現れることが知

られているが，臨界値が正になるための必

要十分条件を非線形指数の値ごとに比較し

た．その結果，非線形項の指数が2より真に

大きいときは，空間が2次元以上であること

が臨界値が正になるための必要十分条件で

あることがわかった．さらに，極限方程式に

お いては任意の空間次元で臨界値が正にな

ることがわかった．指数がちょうど2の場合

は，空間が3次元以上であることが臨界値が

正になるための必要十分条件となることが

知られているので，粘性 Hamilton-Jacobi 方

程式の臨界値は非線形項の指数と方程式の

空間次元に大きく依存していることがわか

った．  

平成 28 年度は，粘性 Hamilton-Jacobi 方程

式に対する臨界性理論に関連して，その離

散版である Markov 決定過程に対するエルゴ

ード問題を考察した．具体的には，可算無限

集合を状態空間とし，推移確率を制御パラ

メータとする離散時間の Markov 連鎖に対し

て，与えられた報酬関数に応じて得られる

利得から推移確率を変更することにより発

生する費用を差し引いた正味の値の期待値

を，長時間平均の意味で最大化する問題(エ

ルゴード問題)を扱った．この問題に付随す

る最適性方程式は非線形差分方程式に対す

る固有値問題の形をとり，上述のエルゴー

ド問題に対する最適値および最適戦略(最適

制御)は，この固有値問題の一般化主固有値



と固有関数により特徴付けられることが知

られている．本研究では，これらの値を有限

時間区間の最適性方程式の解を用いて近似

する問題(いわゆる value iteration)を考察

し，以下の結果を得た． 

(a) 初期関数に対する十分緩い仮定のもと

で，固有値問題の一般化主固有値は有限時

間区間の解により近似することができる． 

(b) 初期関数をある程度良いクラスから選

べば，固有値問題の一般化主固有関数は有

限時間区間の解により近似することができ

る． 

(c) エルゴード問題が拘束条件を持つ場合

は，有限時間区間の解は拘束条件を持たない

場合と異なる挙動を示す． 

これらの結果は，最適化問題の費用関数が特

別な場合には，乗法型エルゴード定理と呼

ばれる一連の極限定理に対応し，本研究で

はその非線形拡張を行ったとみることもで

きる．  

平成 29年度は，内向きのドリフト項と優線

形のハミルトニアンを持つ粘性ハミルト

ン・ヤコビ方程式に関する諸性質について

考察し，以下の 3つの問題について新たな結

果を得た． 

(a) エルゴード問題に対する解の存在と一

意性． 

一種の非線形固有値問題である粘性ハミル

トン・ヤコビ方程式のエルゴード問 題 に 対

して一般化主固有値の概念を導入し，一般化

主固有値に対応する固有関数の存在と(定数

差を除く)一意性を示した．また，この固有

関数から定まる拡散過程のエルゴード性 を

示した． 

(b) 有限時間区間および無限時間区間の確

率最適制御問題による特徴付け． 

エルゴード問題の一般化主固有値が，エル

ゴード型確率最適制御問題の値関数として

特徴付けられることを示した．また，有限

時間区間の確率最適制御問題に対して，時

間区間が増大していくときの値関数の漸近

挙動について考察した．その結果，極限関

数としてエルゴード問題の一般化主固有値

に対する固有関数が現れることがわかった． 

(c) ポテンシャル項の摂動に対する一般化

主固有値の漸近挙動． 

無限遠方で減衰するポテンシャル項に対し

て，一般化主固有値の値がポテンシャル項

に含まれるパラメータに関してどのような

挙動を示すのかについての評価式を得た．

特に，一般化主固有値の増大度に関して，

内向きドリフト項の強さ，ハミルトニアン

の増大度，ポテンシャル項の減衰の速さ，の

3 つの要素の依存度を定量的に評価すること

ができた． 

以上の結果により，確率最適制御問題に対

する臨界性理論について複数の観点から新

たな知見を得ることができた．一方で，非局

所型の方程式に対する臨界性理論について

は未解明な部分が残ったため，今後の継続課

題としたい． 
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