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研究成果の概要（和文）：放物型作用素の正値解の構造を調べて，楕円型方程式のマルチン境界の決定を行なっ
た．放物型ポテンシャル論を含めてマルチン境界とショッケ境界の関連性が少し見えてきた．また，α-放物型
作用素の作るベルグマン空間とハーディ空間におけるテープリッツ作用素とカルレソン測度の関係，およびそれ
らの有界性，コンパクト性，有限性などについて整理することができた．さらに，実軸上の重み付き多項式近似
に関しては，エルデス型の重みについてのいくつかの結果を得ることができた．

研究成果の概要（英文）：By studying the structure of positive solutions of a parabolic differential 
operator, we determine the Martin boundary for its related elliptic operator. We know a relation 
between Martin boundary and Choquet boundary in the framework of parabolic potential theory. We 
study Bergman and Hardy type spaces for α-parabolic operators. It is clear that a relation between 
Toeplitz operators and Carleton measures. We show when they are bounded, compact or finite rank. 
Moreover, we obtain  some new estimates for the weighted polynomial approximation on real line with 
Erdos weights.

研究分野： ポテンシャル論

キーワード： ポテンシャル論　放物型ベルグマン空間　放物型ハーディー空間　テープリッツ作用素　重み付き多項
式近似
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研究成果の学術的意義や社会的意義
ポテンシャル論の立場から見ると放物型作用素と楕円型作用素は深く関連するが，今回の研究を通して改めてそ
の事実を再認識した．楕円型方程式のグリーン関数は放物型方程式の基本解を時間に沿って積分して得られる．
この事実をうまく用いて，楕円型方程式のマルチン境界の記述に成功した．また，α-放物型作用素から定まる
ベルグマン空間はα=1のときは熱方程式の解，α=1/2のときは調和関数となり，熱方程式とラプラス方程式を統
一して解析する．また，エルデス型の重みについての多項式近似では基本となる評価式に重みから定まる関数の
べきが必要であることがわかり，べきの最良性など新たな課題が見つかった．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
（１）正値調和函数を積分表示するためにグリーン核の商により定義されるマルチンコンパク

ト化を行うと，境界には一般には非極小点が現れる．マルチン境界の研究では非極小点が存在す
ると解析が極端に難しくなる．最近，直積型領域のマルチン境界の決定問題を解決したが，これ
は以前の研究では仮定した非極小点が存在しないという条件を取り除いたものである．その際
にはグリーン関数の種々なる精密な評価が重要であった．実は積分表示という目的には非極小
な部分は不要である．「この一見無駄に思える部分が何故に表れるのか」の研究は代表者の積年
の課題である．特に，境界点の分類は放物型作用素を扱う放物型ポテンシャル論で顕著になる．
熱方程式の解などの具体的な場合に非極小点がどのように現れるかについて興味がある． 
（２）代表者は，上半空間におけるα-放物型作用素に対するベルグマン空間を定義してその基
本性質を調べてきた．その後，ベルグマン核の微分を込めた評価式を基にして、カルレソン埋め
込みとテープリッツ作用素の有界性，コンパクト性さらにはシャッテン族の分類などの成果を
得ている．また，最近，放物型ハーディ空間についてのカルレソン埋め込みの有界性についての
結果を発表した．課題としては，種々の作用素のコンパクト性については p=2 の場合しかでき
ていないことである．これまでの研究蓄積を活かしてヒルベルト空間でない場合(p =2 でない)に
ついての研究に着手することにした．ポテンシャル論では調和関数に代表される楕円型方程式
の解を主に取り扱うが，放物型方程式の解も重要な研究対象である．楕円型との類似性と差異性
の探究は興味深い問題であり，ポテンシャル論の発展に不可欠である．α-放物型作用素は α=1/2
のとき，通常の調和ベルグマン空間になり，α=1 のときは熱方程式であるから，ラプラス方程
式と熱方程式を統一して解析するものであり，αに関する依存性の追求から放物型ポテンシャ
ル論の新しい知見が期待できる． 
（３）ラグランジュの補間定理やワイエルシュトラスの近似定理など，多項式近似の研究の歴史
は古いが，初期の研究対象は有界閉区間であった．1980 年代に入って，ラクマノフ，マスカー，
ザッフが，実軸全体での重み付きの直交多項式の研究に対数核ポテンシャルの理論が有効であ
ることを見つけ，実軸全体での重み付きの多項式近似の理論が飛躍的に前進した．元々，対数核
ポテンシャル論に関しての容量，超越直径，フェケテ多項式などの研究は知られていたが，彼ら
は重み付きでの容量などの概念をうまく実軸全体での多項式近似に応用したのである．この際
に重要になるのはどんな重みを考えるかである．重みを一般化するにはより厳密な対数核ポテ
ンシャルの評価が必要になる．重みは無限遠点での挙動の緩急によって，フロイド型とエルデス
型に分類される．これまでにフロイド型に関する研究は種々知られているが，エルデス型につい
ては未知の問題が多いのが現状である．代表者は 3 年程前からエルデス型の重みに関する研究
を始めて，フロイド型で知られている結果のいくつかを一般化させることに成功した．今回の研
究を機により組織的な体制で臨み，エルデス型への拡張だけでなく，新たな対象の研究を展開す
ることにした．特に，次元の高い空間での多項式近似を行うためには多重ポテンシャル論におけ
る対数核の理論を進展させる必要がある． 
 
 
２．研究の目的 
本研究は核解析の側面からポテンシャル論の新展開を目指すものであり，上記の 3 つのテーマ

について，それぞれ，グリーン核，ベルグマン核，対数核のより精密な評価を主体にして進めた．
これらの研究は偏微分方程式，確率論，関数解析などの分野とも深く関係するが，核解析の進化・
発展はポテンシャル論と他の分野のより深い結び付きを与える．具体的には研究期間内に以下
のことを明らかにする． 
（１） 熱方程式に関するマルチン境界とショッケ理論との関係の解明． 
（２） マルチン境界の非極小点の自然な理解． 
（３） 上半空間で考察した α-放物型作用素の一般領域での考察 
（４） p=2 でない場合の放物型ベルグマン空間と放物型ハーディ空間上のテープリッツ作用

素のコンパクト性の特長付け． 
（５） エルデス型の重みに関するドゥラバレプーサン平均による微分を込めた近似理論． 
（６） 多重調和関数理論の多変数の多項式近似への応用 

 
 
３．研究の方法 
 研究目的に記した諸問題の研究を並行して進めて解決を図った．新たな手法の開発やそれぞ
れの課題で得られる結果の相互関係を探り，総合的なポテンシャル解析の新展開を探求する．関
連する論文や専門書を利用しての日々の研究が中心であるが，研究協力者との議論は重要であ
る．代表者は数年前から名城大学でポテンシャル論セミナーを主宰している．これは近隣の関数
論研究者を中心に 10 名ほどが毎週金曜日の午後に集まって研究成果の発表や論文紹介を行うも
のである．このセミナーには学外の研究協力者も可能な範囲で参加していて，このセミナーをよ
り充実させて，本研究計画の遂行の一助とした．特に，専門知識を得るために外国の研究者も含
めた，他大学の研究者をこのセミナーの講師として招いた． 
 マルチン境界関係では共同研究の実績のある研究者との連絡を密接にするとともに，ショッ
ケ理論の基礎文献を参考に，熱方程式に関するショッケ境界の概念を明白にしてマルチン境界



の理論との融合を目指した． 
 α-放物型作用素については，まずは，p=1 の場合のα-放物型ハーディ空間の双対空間の構造
を調べる．古典的な調和ハーディ空間では共役調和関数のノルム評価が必要であったので，まず
は共役の概念の確立が重要である．学外研究協力者との勉強会を年に数回行った． 
 重み付き多項式近似については，学内の研究協力者と毎週の定期セミナーを実施した．エルデ
ス型の重みに関する対数核ポテンシャルの解析を進展させて，直交多項式によるフーリエ級数
のドゥラバレプーサン平均の微分を込めた近似評価を得た． 
 定期セミナー，勉強会及びポテンシャル論セミナーでの議論を地道に積み上げて着実な成果
を出した．関心を持つ研究者からの批判や質問は研究進展に不可欠である．国内外の関連する研
究集会に積極的に参加して，本研究の成果発表の機会を持った． 
 
 
４．研究成果 
 マルチン境界とショッケ境界の関係は抽象論としては繋がってきたが，具体例の構成の成果
は十分でない．ただし，アプローチの仕方に新たな知見を得た．一般に，楕円型作用素のグリー
ン関数は対応する放物型作用の基本解の時刻に関する積分で得られる．グリーン関数の商を直
接に解析するより，放物型作用素の基本解を経由しての解析の方がより精密であることがわか
った．情報量が多いからである．このアプローチの考えを一般化して，より多くの場面で使える
ようにしたい． 
 α-放物型作用素の作るベルグマン空間とハーデイ空間におけるテープリッツ作用素の解析と
カルレソン測度については一定の成果が得られ整理が出来つつある．また，新たに 2変数のハー
ディ空間のテープリッツ作用素に関する不変部分空間の構造について一つの結果を得た．これ
は古典的な 1 変数ハーディ空間のシフト作用に関する有名なボイリングの定理に刺激されたこ
とであるが，2次元では複雑な状況が発生して課題も多いが興味深い． 
 重み付き多項式近似に関してはいくつかの成果が発表できた．主な結果はドゥラバレプーサ
ン平均は可積分な関数の多項式近似になるが，関数が絶対連続ならば，ドゥラバレプーサン平均
の導関数が元の関数の導関数のよい多項式近似になっている．また，与えられた可積分関数が有
界変動のとき，フーリエ級数は一様収束することもわかった．これらはエルデス型重みでは新し
い結果である．解析の難しかった点は，エルデス型の場合は重みから決まるある関数のべきが評
価の到るところに現れることであった．フロイド型ではこの関数が有界なので評価が容易だっ
たのである．評価に現れているべきは最良であると考えているが，その証明は今後の課題である．
これまでは実軸全体での重み付き多項式近似を考えていたが，最近は，ラゲール重みのような半
直線での近似を考察して若干の成果を得ている．これは多項式近似についての新しい課題であ
る． 
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