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研究成果の概要（和文）：　非斉次重みなどの重み付きLp空間における様々な非有界領域においてStokes半群の
重み付きLp-Lq評価を導き，その空間での時間無限大での減衰度を得た．同様の手法を用いて双曲型Navier - 
Stokes方程式の外部領域においても局所エネルギー減衰定理を導いた．
　圧縮性・圧縮性の二相問題について，モデル問題の線形化問題の解作用素に対するR有界性を導いた．さら
に，有界領域での任意の初期値に対する時間局所解の一意存在性を示すことができた．
固有値の非存在範囲に対する計算機援用解析を考察するために圧力安定化法による近似問題を考察しその近似の
正当性を示せた．

研究成果の概要（英文）：We derived the weighted Lp-Lq estimates of Stokes semigroups in some 
unbounded domains in  weighted Lp space such as inhomoginuous weights, and obtained the decay 
estimate at time infinity in that space. In a similar method, we obtained the local energy decay 
estimate for the exterior domain of the hyperbolic Navier-Stokes equations.
 For the compressible-compressible two-phase problems, we derived R-boundedness for the solution 
operator of the linearized  problem of model problems. For the bounded domain, we could show the 
unique existence of local in time solutions for arbitrary initial values. In order to consider the 
computer-assisted proof  for the nonexistent range of the eigenvalues, we considered the 
approximation problem by the pressure stabilization method and showed the validity of the 
approximation.

研究分野： 関数方程式

キーワード： Navier-Stokes方程式　重み付き空間　二相問題　最大正則性定理　Stokes半群のLp-Lq評価

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
　重み付き空間での解析は，定常問題の安定性解析に有用であり意義がある．また，方向別に重みを変えること
ができるのはこれから多くの応用が期待できる．
　二相問題についての結果や圧力安定化法の近似の正当性に関する結果は，自由境界問題や流体運動のシミュレ
ーションの結果を数学的に保証するものであり，とても意義のある結果である．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 流体力学の基礎方程式である Navier-Stokes 方程式(以下，NS方程式と呼ぶ)の数学的手法に
よる本格的な解析は，1934 年 Leray の研究によって始まった．Leray は任意の初期データに
対して時間大域的な弱解が少なくとも１つは存在することを示した．Leray による弱解の構成
方法は Hopf により洗練された．Hopf の手法はアプリオリ評価が解の存在を保証するというも
のであり，今日の非線形偏微分方程式論の基礎となっている．それから現在までの間，多くの
人々によって研究されてきたが，Leray が構成した弱解の一意性や正則性については未だ解決
をみていない．一方，一意的な強解の存在は，初期値や外力に制限をつけて知られている． 
領域の形状に注目すれば，2 次元以上の全空間や半空間，外部領域などの領域で初期値が小

さい場合に時間大域解の一意存在性が示されている．申請者のこれまでの研究において，半空
間からの摂動で与えられる領域(以後，摂動半空間とよぶ)で，小さい初期値に対する時間大域
解の一意存在性を示すことができている．これらは，対応するレゾルベント問題に対する解作
用素のスペクトルを詳細に解析することで得られた，線形化方程式に対する解作用素(Stokes
半群)の評価を基に示される．また，応用上重要である未解決問題に定常解の安定性に関する問
題がある．この解析には定常解を係数にもつ変数係数 NS 方程式を解析する必要があるが，定常
解の無限遠での減衰が悪いため既存の Stokes 半群の評価を用いて示すことは難しい．申請者の
研究により示された重み付き評価により，4 次元以上において変数係数方程式の係数を重み関
数と考えて処理することができたが解析が不十分であるため，3 次元における定常解の安定性
問題を解決するまで到っていない． 
二相問題の自由境界問題の解析は，半澤変換などを用いて時間依存する未知の境界を固定境

界にすることから始まる．変換された方程式は主要項にも低階の非線形性を有する準線形型と
なる．従来の方法では半澤理論と Duhamel の原理を用いるため時間に関する積分で特異性が現
れてしまい解析が困難であったそのため，いくつかの結果はあるものの物理的に適合する結果
は得られていなかった．最近では柴田氏により R有界性を用いた議論から最大正則性原理が示
され半群アプローチでは解決できなかった困難さを克服できている．柴田氏との共同研究によ
り非圧縮性・圧縮性の二相流体に関する自由境界問題の線形化問題に対して R有界性が道行か
れ，最大正則性原理が示されている．しかし非線形問題への応用はまだできていない． 
 一方，複雑な境界をもつ有界領域での解析には数値解析が有用である．特に，数値誤差など
計算機特有の誤差を考慮して解析を行うことで数学の証明を行うことができる計算機援用解析
は特に有用である．現在のところ，定常問題を記述する楕円型方程式に対する計算機援用解析
手法は確立されつつある．一方，非定常問題を記述する放物型方程式に対する数値解析はスペ
クトル理論を基盤とした手法など多くの手法が提案され，NS 方程式に対しては非線形性や圧力
項の処理などの困難さを回避できる特性曲線圧力安定化法など多くの手法が提案されている．
しかし，これらの手法は計算機援用解析にまで到っていない． 
 
２．研究の目的 
本研究は，以下の２つの研究テーマについて研究を行う． 

【研究１】重み付き Lp空間での Stokes 半群の解析とその非線形問題への応用 
NS 方程式を解析する第一段階は，Stokes 半群を構成することである． 全空間や外部領域，

半空間や摂動半空間においては，重み付き Lp空間でヘルムホルツ分解やレゾルベント評価が示
されており，Stokes 半群の生成が示されている．第二段階は，その Stokes 半群の Lp-Lq 評価
を導くことである．今までの共同研究により Stokes 半群の非斉次重みや斉次重みが付いた
Lp-Lq 評価が示された．さらに，これらの評価を非線形問題に応用し，小さい初期値に対する
時間大域解の一意存在性やその解に対する時間無限大での重み付き漸近挙動が証明されている．
しかし，外部領域や摂動半空間では技術的な理由により重みに制限を課しているのが現状であ
る．これは，それらの領域において局所的な領域での解析が不十分なため最良の重み付き Lp-Lq
評価が得られていないのが原因である．そこで，本研究では外部領域や摂動半空間を解析する
上で重要な役割を果たす局所エネルギー減衰定理を再考し，最良の重み付き Lp-Lq 評価を得る
ことを考える．最良の評価が得られれば，それを非線形問題に応用し，時間大域解の重み付き
漸近挙動を最良な形で得ることができる．また，この方法により他の領域(例えば，aperture 
domain など)への応用，半空間や摂動半空間での非等方的な重みを課した場合への応用，また
重み付き Lp 空間よりも広い重み付き関数空間 Herz 空間での解析についても考察を行う．さら
に，得られた重み付き評価を用いて Finn により提唱された定常解の安定性の問題を考える． 
【研究２】二相流体の自由境界問題のスペクトル解析とその非線形問題への応用 



 非圧縮性・圧縮性，ならびに圧縮性・圧縮性の二相流体の自由境界問題について考察を行う．
非圧縮性・圧縮性の問題については全空間の線形化問題に対して R-有界性が導かれ最大正則性
原理も示されている．これを cut-off テクニックを用いて有界領域に拡張する．さらに，導か
れた最大正則性を用いて，非線形問題への応用を考える．特に，二相流体の自由境界問題に対
して任意の初期値に対する時間局所解や小さい初期値に対する時間大域解の一意存在性を示す． 
 圧縮性・圧縮性の二相流体に関する自由境界問題を柴田らとの共同研究の手法に従って全空
間の場合から行う．その手法は自由境界問題に対応する線形化問題のレゾルベント問題を考え，
その詳細な解表示をフーリエ・ラプラス変換を用いて求めることから始める．それにより得ら
れた解表示を用いてスペクトルの非存在範囲を考えることで，線形化問題の解作用素の存在（半
群の生成）とその評価，ならびに線形化問題に対する最大正則性原理を得ることができる．そ
れを有界領域への拡張し，さらに非線形問題へのおうようを試みる． 
 以上の実解析的手法では一般論を用いて解析を行うため，スペクトルの非存在範囲を詳細に
解析することが難しい．そこで有界領域においては計算機援用解析手法によるスペクトル解析
も行う．スペクトルの非存在範囲の計算機援用解析は中尾らにより提案されている．この手法
を参考に独自のスペクトルの非存在範囲の計算機援用解析手法を提案し，二相問題へ応用する．
  
３．研究の方法 
 【研究１】重み付き Lp空間での Stokes 半群の解析とその非線形問題への応用 
Lp 空間での外部領域の Stokes 半群の評価は，全空間での評価と局所エネルギー減衰定理を

用いて cut-off テクニックにより示されている(岩下，檀-小林-柴田)．一方，重み付き Lp空間
でも，同様の手法により外部領域での評価が得られている．しかし，全空間での重み付き評価
は最良な形の評価がすでに得られているが，外部領域での重み付き評価は Lp空間で示されてい
る局所エネルギー減衰定理と cut-off テクニックを用いて導かれているため，技術的な制約が
ついている結果となっている．そこで，本研究では 重み付き Lp空間でも有用な局所エネルギ
ー減衰定理の考察から始め，外部領域において負べきの重みや異なる重みにも対応ができる
Stokes 半群の最良な評価を得ることから始める．同様の手法により，非斉次重みや半空間の法
線方向の重みをもつ Lp 空間での解析，摂動半空間での解析や重み付き Lp空間よりも広い重み
付き空間である Herz 空間での解析も行う．さらに，それらの非線形問題への応用を考える． 
 
 【研究２】二相流体の自由境界問題のスペクトル解析とその非線形問題への応用 
 非圧縮性・圧縮性の二相問題についてはすでに全空間において線形化問題の最大正則性原理
が示されているので，cut-off テクニックを用いて有界領域への拡張を行うことから始める．
さらに非線形問題への応用として表面張力がある場合とない場合についてそれぞれ任意の初期
値に対する時間局所解や小さい初期値に対する時間大域解の一意存在性について考察を行う． 
 圧縮性・圧縮性の二相問題についても同じ手法で自由境界問題の線形化方程式に対する解作
用素の R-有界性を示すことから始める．それにより Weis の作用素値 Fourier-multiplier 定理
から最大正則性原理を導く．さらに cut-off テクニックを用いて有界領域にまで拡張する． 
 スペクトルの非存在範囲の計算機援用証明は，Orr-Sommerfeld 方程式等に対して中尾氏らの
結果がある．この方法は楕円型方程式の解作用素の評価が重要な鍵となる．研究分担者である
高安氏との共同研究により楕円型方程式の計算機援用解析手法の提案を行ってきた．中尾氏ら
の手法を参考にして，高安氏との共同研究の手法を基に新しいスペクトルの非存在範囲の証明
を考察する．  
 
４．研究成果 
 【研究１】重み付き Lp空間での Stokes 半群の解析とその非線形問題への応用 
 非斉次重みをもつ重み付きLp空間においては，外部領域や摂動半空間においてStokes半群の

重み付きLp-Lq評価を導き，その非線形問題への応用として，重み付き空間での時間無限大での
減衰度を最良な形で得ることができた．重み付きLp-Lq評価は最良の局所エネルギー減衰定理を
示すことで示された．その手法を用いて，変形テンソルに対してFourier則ではなくCattaneo則
を考慮した双曲型Navier-Stokes方程式の外部領域においても局所エネルギー減衰定理を導くこ
とができた．また，斉次重みをもつ場合や，半空間において法線方向と接線方向で違う重みをも
つ場合についても同様の評価を得ることができた． 
半空間の定常問題については，2次元半空間における定常解を再度見直した．２次元において

はフーリエ変換を用いて定常解の解表示を複雑ではあるが正確に得ることができたが，無限遠で



の減衰度が悪く，それを用いて２次元半空間でのNavier-Stokes方程式の定常解の存在を示すこ
とができなかった．さらに外力に対称性などを仮定してより減衰を良くしようと試みたがうまく
いかなかった．今後は考える関数空間を工夫し，定常解の存在証明を試みたい． 
 
【研究２】二相流体の自由境界問題のスペクトル解析とその非線形問題への応用 
非圧縮性・圧縮性，圧縮性・圧縮性の二相問題について，モデル問題の線形化問題の解作用素

に対するR有界性を導くことができ，圧縮性・圧縮性の二相問題については，cut-offテクニック
を用いて有界領域での任意の初期値に対する時間局所解の一意存在性を示すことができた． 
詳しくスペクトルを解析するための固有値の非存在範囲に対する計算機援用解析を考察する

ために近似Navier-Stokes方程式の考察を行った．近似問題については，圧力安定化法による近
似問題を選択し，その近似の正当性を証明することができた．有界領域においては，圧力安定化
法による近似Stokes方程式は，コンパクトな摂動をもつ熱方程式となることが分かり，よい近似
であることが示された．しかし，この問題に対してスペクトル解析を試みたいが，いまだスペク
トル解析手法の提案まではできていない．  
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