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研究成果の概要（和文）：退化型Keller-Segel系を研究対象とし，時間無限大における漸近解析を行った．より
詳細には，Keller-Segel系の非自明な定常解の存在を証明し，更に，時間発展するKeller-Segel系の解の時間無
限大でプロファイルが同定常解となる事実を証明した．同研究成果はJose Carrillo氏との共同研究として，
2018年にIUMJに掲載されている．

研究成果の概要（英文）：We investigated asymptotic analysis at infinite time with the degenerate 
Keller-Segel system. More precisely, we proved the existence of nontrivial stationary solutions of 
the Keller-Segel system, and further proved the fact that the profiles for the Keller-Segel system, 
which are time-evolving solutions, have the same stationary solution at time infinity. The research 
results have been published in IUMJ in 2018 as a joint research with Mr. Jose Carrillo.

研究分野： 非線形偏微分方程式論

キーワード： 退化放物型方程式　Keller-Segel系　漸近解析　非自明定常解

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
退化楕円型方程式の変分問題を解くことに帰着し，Keller-Segel系の非自明な定常解の存在証明を確立してい
る．同問題の解析には，退化性が誘引する正則性欠如を克服する必要がある．我々は，球対称性を担保すること
で解のサポートコンパクト性を保証し，解析を容易にする手法を確立している．同手法は多様な退化型方程式系
の解析に有効である．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
KS は単細胞生物の密度の時間発展を追跡する数理生物モデルとして 70 年代に提唱された反

応拡散型方程式系である. 半線形型については, 解の時間大域的存在や有限時刻における爆発
が知られており, 流体力学における Navier-Stoke 方程式と同様に,今日数理生物学における確
固としたモデルと目されている.  
半線形型, 退化準線形放物型である KS は, 空間次元と初期データとの微妙なバランスのも

とに, 時間大域解と爆発解の存在が顕著に現れる非線形方程式のモデルとして 1980 年代から
活発に議論されてきている.  
KS は多くのパラメータを有し，その取り方によって半線形型，退化型，特異型が現れる豊富な
構造を内在している．特に退化型の場合，主要項の係数に未知関数が含まれるため一様楕円性
が保証されない困難さを生ずる．同方程式系自身は，放物-放物型および放物-楕円型に分類さ
れるが，ともに重要な研究対象であり，適切性を論じる際，それぞれの特性に応じた解析が求
められる．KSで重要な問題は以下に分類される． 
 
●１：“時間局所解の存在・一意性”といった“適切性”の解明は，非線形偏微分方程式の研
究では共通する極めて重要な問題意識である.  
●２：小さい初期条件に対して“時間大域解の存在・一意性・安定性”(これらを初期値問題
の“(時間大域的)適切性”という)を論じる． 
●３：解が有限時刻爆発するとは，有限時間で解u の空間変数に関する最大値が無限大に発散
すること，即ち，時刻 *T が存在して 0suplim ( )T Lt u t   と定める．このような時刻 *T の
存在や， *T における解構造の解明，更に *T を超えて方程式のもつ性質を解析しようとする数学
的試みを “特異性”解析と呼ぶ．大きい初期条件に対しては“(時間局所的)適切性”に加え，
“特異性”解析が重要な研究課題となる．  

KS には有限時刻における爆発解の例が知られており，特異性解析は国内外の研究者等いによ
ってインテンシブに進められてきた．特に半線形 KSは空間 2次元では, 初期条件の個体質量に
関する正確な臨界値（8π）により時間大域解と有限時刻爆発解に切り分けられ
る.([Nagai-Senba-Yoshida,1997]，[Nagai,2000].) 実際，初期個体質量を 8πより大きく，か
つ初期凝集を十分に大きく選ぶと KSの解が次の性質 を有することを証明できる． 

① “解の最大値が有限時間で+∞に発散する(解の爆発)”； 
② “爆発時刻での爆発解の形状は δ関数である(δ特異性)” 

 
２．研究の目的 
  
〈線形・非線形拡散型 KS系の学術背景〉 

 
KS はパラメータ m を有し,その取り方によって半線形,準線形退化型( 1m  ),特異型

(0 1m  )拡散方程式といった豊富な構造を内在している. 実際, 上述の●１，●２，●３
に関する以下の豊かな解構造を有する．  
非線形拡散型 KSの初期値問題の適切性及び爆発構造について，従来研究を詳細に述べる． 

(i)．解の時間大域的可解性：拡散の影響（次数m）が非線形項（次数 q ）に比べて大
きい 2q m n  ときは, 任意の初期値に対して時間大域的弱解が存在することを示し
た. 逆に, 非線形性が拡散に比べて強い 2q m n  の場合には, 時間局所的な弱解と, 
小さな初期値に対する時間大域的弱解を構成した. (Sugiyama[2006,2007].) 
(ii). 臨界指数：有限時刻爆発を証明するには，初期条件として個体質量と慣性モーメン
ト，即ち初期質量の一点における凝縮度を考慮する必要がある. KS の解の有限時刻にお
ける爆発に関しては 2, 1, 2 2q m m n    の場合に, 爆発解が生じる初期値の関数
空間を規定している(Sugiyama[2006].)．従って，KSは 2q m n  を臨界値として, 解
の時間大域的存在と有限時刻爆発が分類される． 
非線形次数が q である単独 2 階の半線形放物型方程式に関しては, 所謂，藤田指

数:1 2 n が有名である. すなわち, 1 2q n  であれば小さな初期値に対して解が時
間大域的に存在し, 1 1 2q n   であれば, 任意の正値解は必ず有限時刻で爆発する. 
従って同結果は退化型 KS に対する藤田指数の存在を予見させるものである. 実際, 

2q m n  を臨界値として解の時間大域的存在と有限時刻爆発が分類可能であること
を研究代表者は詳らかにしており，同研究成果は退化準線形放物型方程式の研究分野にお



いて高く評価され ている. 
    加えて，研究代表者は以下の特異性を証明している． 

(iii).  爆発時刻での爆発点の集合：有限個の点からなり，爆発点の個数は，初期値の
サイズに依存して決定される(Sugiyama[2009,2010])． 
(iv). 爆発時刻での爆発解の形状： 2, 1, 2 2q m m n    の時，集中項の影響によ
り, 大きい初期値をもつ解は，有限時刻でその最大値が無限大に発散する点を有する(爆
発する). 更に，爆発の様相として，臨界指数では一点に質量が集中する δ 関数の形状
を有することを -正則性定理を確立することにより検証した．(Sugiyama[2009,2010])．
より詳細には以下を証明している．  

 （爆発解の漸近挙動）爆発点の集合を  1 2, , , kS x x x  とする．このとき，正定数   

   1 2, , , kM M M ， 1( )nf L  かつ lim j j Tt  なる時間の列 1{ }j jt 
 が存在して， 
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  が超関数の意味で成り立つ． 
 

上記の(ii),(iii),(iv).により，爆発時刻 *T における爆発解の漸近挙動は詳らかにされてい
る．更なる数学解析を行うには，以下が核心的な問いとなる． 

 
◎爆発時刻を超えて解を構成するか．そのための適切な解空間は存在するか； 
◎爆発点(δ関数の凝集の中心)の軌跡は時間関数として正則かどうか； 
◎爆発点の凝集サイズは時間関数として正則であり，かつ単調性を有するか． 

 
本研究では， 退化型及び特異型をした放物-楕円型 Keller-Segel 方程式系に焦点を絞り， 
退化性の欠如が引き起こす同系特有の解構造を詳らかにすることを研究目的とした． 

 
３．研究の方法 項目４．の成果を得るためには，関数解析的手法に基づいている．具体的に
は，変分法を用いた上で，minimizing sequence を構成し，同 sequence の minimizer として定
常解が特徴づけられることを証明した． 
 
４．研究成果 本研究では， 退化型及び特異型をした放物-放物型 Keller-Segel 方程式系に焦
点を絞り， 非自明な定常解の存在と，同解が時間発展型 Keller-Segel 系の時間無限大におけ
るプロファイルであることを証明した．同成果は，2018 年 IUMJ に掲載されている． 
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