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研究成果の概要（和文）：空間次元が４以上の高次元時空では、波動方程式の基本解にいわゆる「微分損失」が
含まれる。そのことが、高次元における解の各点評価による非線形問題の解析を困難にしている大きな原因の一
つになっている。本研究では、小さい初期値とベキ型非線形項をもつ方程式と同値な積分方程式において、非線
形項に含まれる微分損失は解の最大存在時間に影響を与えず、それを取り除くと、微分方程式に非線形項の時間
微分の非局所項が出現することを明らかにした。また、線形項に含まれる微分損失は解の時間減衰の主要部であ
り、それを取り除くと解の時間減衰が速くなり、解の時間大域存在と有限時間爆発を分ける臨界指数が下がるこ
とも明らかにした。

研究成果の概要（英文）：In the high dimensional space-time, which means larger dimension than 3 in 
space, the fundamental solution of the wave equation has the so-called "derivative loss". It is one 
of the reason of preventing us to analyze the nonlinear problem by means of point-wise estimates of 
the solution. In this research, we clarify that the derivative loss in the nonlinear term of the 
integral equation which is equivalent to the differential equation with the small data and the 
power-type nonlinearity does not make any influence to the maximal existence time of the solution. 
In addition, we have an extra non-local term of time-derivative of the nonlinear term in the 
differential equation if such a derivative loss is neglected. Moreover, we also clarify that the 
derivative loss in the linear term contributes the main time-decay, and makes the critical exponent 
dividing global-in-time existence and finite-time blow-up go the solution smaller if it is 
neglected.

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 波動方程式　非線形　初期値問題　微分損失　時間減衰　時間大域存在　有限時間爆発　高次元
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研究成果の学術的意義や社会的意義
空間次元が３までの時空間における様々な現象は、実体験として容易に想像し得るものであるが、数学や物理で
はそれ以上の高次元空間を考えて事象を解析することが自然になりつつある。特に、自然現象を記述する偏微分
方程式を数学で統一的かつ厳密に扱う場合、空間次元を一般化しておくことは重要な課題の一つとなっている。
本研究はその中で、ほとんど解明されてこなかった高次元波動方程式の解の性質を、あえて困難な各点評価を用
いることによって明らかにした。この成果は今後、より実際の現象に近い摩擦現象を考慮した消散項付き波動方
程式に応用されたり、その分野の研究の位置付けの中で重要な存在になると思われる。
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１．研究開始当初の背景 
 本研究の前身である「高次元非線形波動方程式の臨界状態の解析とその応用」基盤研究(C)（一
般）2012-2014（課題番号：２４５４０１８３、代表：高村博之）が先駆けとなり、空間次元が
４以上の高次元空間における線形波動方程式の基本解に現れる、いわゆる「微分損失」の解析が
望まれていた。微分損失とは、例えば初期位置ゼロの解を記述する際、初期速度の積分が出てく
るのであるが、高次元では次元の高さに応じて初期速度の高次関数も必要となる事実を指す。 
 これが着目されるようになったのは、上記の前身課題で、２０年近く不明だった小さい初期値
をもつ単独非線形波動方程式に対する一般論の最適性最終問題である、空間４次元で未知関数
について２次の非線形項をもった方程式の初期値問題に対する解の最大時間評価の導出に成功
したことにある。方程式の形が極めて単純であったにも関わらず、長い間未解決問題となってい
た原因は、解析におけるこの微分損失の扱い難さにあった。この解決には、長年蓄積されてきた
各点評価における解析技法と新しく開発した関数解析的な技法の組み合わせが寄与している。 
 高次元波動方程式の基本解に現れる微分損失は、それがない空間次元が３以下の低次元で非
常に有効な解の各点評価導出を邪魔するものである。この困難は、偏微分方程式の解析では積分
量評価を主体とするソボレフ空間を導入するによってある程度解決するが、それには微分損失
の本質が全く見えなくなるという弊害があった。 
 
２．研究の目的 
 本研究では、各点評価の観点から微分損失が解の存在時間に与える役割を解明すると共に、前
身課題の成果を微分損失の立場から位置付けることを目的とした。偏微分方程式論において、解
がどのくらい長い時間存在するか、それは初期値の大きさにどれだけ依存するか、という疑問は
基本的で重要である。 
 
３．研究の方法 
 本研究では、微分損失を人工的に取り除いた状態で非線形初期値問題を、特に小さい初期値に
対する解の最大存在時間評価を解析する。これは偏微分方程式論では良く見られるように、初期
値問題の解がみたすべき積分方程式が出発点となる。しかし、その中から微分損失を取り除いて、
その影響が初期値問題の方程式自体にどのような影響を与えるか見ることが、これまでなかっ
た新しい視点である。 
 
４．研究成果 
(1) まず、下記の発表論文[9]で非線形の、特に未知関数自身のベキが非線形項になっている半線形
の、方程式に対する初期値問題の解の最大存在時間を上から精密に評価するため、常微分不等式に対
する解の古典的な非存在定理を精密化した。これは、解の積分量に対する微分不等式に適用されるの
であるが、改良前は解の非存在しか証明することができないという欠点があった。そこをカバーす
るには時間変数と積分量自体をリスケールする方法が有効とされていたが、その議論に穴があ
ることを発見した。これは[9]の結果により容易に修正されるので、欧文研究雑誌には投稿せず
講究録[11]に記載した。それと同時に、未知関数のベキのみからなる半線形モデル方程式につい
て、未解明で予想すらなかった空間２次元で２次より低い非線形項に対する解の最大存在時間
評価を、初期値速度の積分量がゼロか非ゼロかによって分類しなければいけないことを初めて
示し、その形の予想と共に上からの評価を導出した。その結果が最適であること、つまり、解の
最大存在時間の下からの評価が上からの評価と初期値のサイズに関して同等になること、は発
表論文[8]で明らかにした。これらの結果を含めた一般論の概観を講究録[10]に記し、後に最新
の成果も入れて論説[3]にまとめた。 
(2) 高次元波動方程式の基本解に含まれる微分損失は、球対称解を想定する限りでは消えてな
くなり、それが代わりに解の不定符号性となって現れる。その状況下でどこまで各点評価が解析
に有効であるか、下記発表論文[7]で明らかにした。これは解の下からの評価を得るための条件、
つまり、解の非存在を示す初期値に対する条件、としては最適と思われるものまで拡張すること
ができた。 
(3) 発表論文[6]では、上記「研究方法」で述べた基本解に含まれる微分損失を取り除いた非線
形積分方程式を解析した。そのような人工的な操作の影響は、方程式では非局所作用である積分
項となって現れることがわかった。しかもその係数が重要で、少しの摂動も許されない形になっ
ている。結論として、非線形項における微分損失は解の最大存在時間に影響を与えないが、線形
項における微分損失は解の時間減衰が一番悪い部分を引き連れており、解の最大存在時間を決
定する働きをしていることがわかった。現に、空間４次元で２次の半線形項の場合、古典解は時
間概大域存在し、長時間経過後に解は爆発するが、この事実は非線形項の微分損失を取り除いて
も変わらない。しかし、さらに線形項の微分損失を取り除くと解空間の時間減衰がはやくなり、
それによって解の時間大域存在と有限時間爆発を分ける非線形ベキの臨界指数が下がって古典
解が時間無限大まで存在することになる。ここに今まで起き得なかった高次元特有の結果が得
られたのであるが、微分損失を取り去った時に出てくる非局所項が非線形項の時間微分の積分



  
 

  
 

になっているため、今後はこの特殊な構造が他に出てこないか、積分がなければ消散項にも似て
いるため、非線形消散型波動方程式との関連を調べる必要が出てきた。そのため、本研究の終了
前年度に後身研究として「非線形消散波動方程式の解がもつ波動的性質の解明」基盤研究(B)（一
般）2018-2022（課題番号：１８H０１１３２、代表：高村博之）を申請した。 
(4) 上記の消散型波動方程式に対する最初の解析として、発表論文[1,2,4,5]では時間減衰をも
つ消散項付き半線形波動方程式の解の爆発、特にエネルギー解の最大存在時間の上からの精密
な評価を導出した。時間減衰が弱いと消散項の効果が強く、解は対応する半線形熱方程式のそれ
に近くなる。現に、時間大域存在と有限時間爆発を分けるベキ型非線形項の臨界指数として、半
線形熱方程式に対するそれである藤田指数が出現することは以前から知られていた。本研究で
はそれより強い減衰がある場合で、藤田指数より大きい半線形波動方程式に対する臨界指数で
ある Strauss 指数や Glassey 指数が出現することが望まれていた。 
 発表論文[5]ではスケール不変とよばれる、その中間的な現象を起こす臨界時間減衰をもった
消散項に対して、藤田指数より大きい Strauss 指数に関連した指数までエネルギー解が有限時
間爆発を起こすことを初めて明らかにした。これがきっかけとなって、非線形消散波動方程式の
分野が活性化し、現在でも他の多くの研究にこの成果が引用されている。発表論文[1,2,4]では
散乱消散項とよばれる強い時間減衰をもった消散項付き方程式の解の爆発と最大存在時間の上
からの評価を導出した。結果は、消散項がない場合と同じ形になるという予想に沿ったもので、
ほぼ満足できるものになった。[4]は非線形項が未知関数のみのベキで劣臨界、[1]は未知関数の
導関数のみのベキで劣臨界と臨界、[2]はそれらのベキの和の形で combined effect なる状況が
消散項があっても起きることをそれぞれ示した。[1,2]は上記した研究期間が重複している後身
の基盤研究(B)の成果の一部でもある。 
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