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研究成果の概要（和文）：複素領域での非線型偏微分方程式についての研究を行い, 解の特異点の様子を詳しく
調べた。「一階の方程式で Briot-Bouquet type と呼ばれているもの」と「一階の方程式で, nonlinear 
totally characteristic type と呼ばれているもの」については, 特異点の構造は完全に解明された。また, 高
階の非線型偏微分方程式や q-差分偏微分方程式に関しても多くの新しい知見が得られた。

研究成果の概要（英文）：I studied nonlinear partial differential equations in the complex domain, 
and investigated in detail the behavior of singularities of solutions. The structure of 
singularities is completely clarified in the following two cases: the case of first order 
Briot-Bouquet type partial differential equations, and the case of first order nonlinear totally 
characteristic partial differential equations. In the case of higher order partial differential 
equations and q-difference partial differtential equations, many new findings have been obtained.

研究分野： 偏微分方程式論

キーワード： 偏微分方程式　複素領域　特異点　形式解

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
複素領域での常微分方程式の特異点の研究は, ２０世紀初頭に一応の完成を見た。その後は, 数学や物理などの
多くの分野で基本言語の一つとして活用されている。偏微分方程式の特異点の研究においても, 基礎的部分が十
分に整理されれば, 多くの数学や物理などの分野において重要な役割を果たすと期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。
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１．研究開始当初の背景 
複素領域での常微分方程式の特異点の基礎理論の研究は, ２０世紀初頭に一応の完成を見た。

その後は, 数学や物理などの多くの分野で基本言語の一つとして活用されている。 偏微分方程

式の特異点の研究においても, 基礎的部分が十分に整理されれば, 多くの数学や物理などの分

野において重要な役割を果たすであろうと期待される。 実領域での偏微分方程式の解の特異点

の研究は盛んに行われているが, 複素領域での特異点の研究は主として幾何学的な見地から行

われてきた。 基礎解析学の立場からの偏微分方程式の特異点の研究は, その重要性にも関わら

ず, 十分には行われていなかったというのが研究開始当初の状況であった。 

 
２．研究の目的 
複素領域での非線型偏微分方程式と超曲面 S を考える。 これに対して, 次の３つの問題を解

決することを目標とした。 

 超曲面 S 上に特異点をもつ解は存在するのか？ 

 存在するとき, どれぐらい多く存在するのか？ 

 そのような解の特異点は S 上でどのような振る舞いをするのか？ 

 
３．研究の方法 
具体的な例で実験的な計算を多く行い, それをもとにして一般論の構築を試みた。手法は, 古

典的な漸近解析だけでなく, ボレル総和法と呼ばれる形式解を利用する手法も駆使した。 ボレ

ル総和法は, 解の存在証明には極めて有効な手法である。 解の存在が分かれば, 古典解析で特

異点の振る舞いの様子はかなり調べることは可能である。こうしたことの繰り返しで研究を遂

行した。 

 
４．研究成果 

(1) フックス型非線型偏微分方程式には, 特異点をもつ関数を成分にするような形式解が存在

する。 方程式が非コワレウスキー型のときは, この形式解は一般的には収束しない。この形式

解の多重ボレル総和可能性は, 線型偏微分方程式の時は, Yamazawa (Funkcial. Ekvac. 2017)

によって示されていたが, 非線型偏微分方程式の時は未解決のままであった。 本研究により

「もしも方程式がこの様な形式解をもてば, この形式解を古典的な意味で漸近展開とする真の

解が存在する」ことを証明した。しかし, 漸近展開を途中で切ったときの剰余項の評価は未だ

示されていないなど, 更に調べるべき課題は多く残った。 

 

(2) D. Bacani（テンプル大）, J. E. C. Lope（フィリピン大）と共同で, 高階のフックス型

非線型偏微分方程式で, 時間変数について連続にのみ依存している場合の研究を行い, 適当な

条件のもとで, 解の一意可解性が成り立つことを示した。 正規形の非線型偏微分方程式に対し

て対数的特異点をもつ解の構成しようとすると, 適当に変換したのちの方程式は時間変数に関

しては連続の仮定しか満たさない。 従って, 上の一意可解性の結果は, この対数的特異点の

構成問題に応用できると期待される。 

 

(3) Briot-Bouquet 型の一階非線型偏微分方程式の特異点をもつ解の構造は, 時間変数 t の 

正冪程度の特異点をもつものについては, Gerard-Tahara (Publ. Res. Inst. Math. Sci. 1990) 

と Yamazawa (J. Math. Soc. Japan, 2003) で解決されていた。そして, いくつかの例では, そ

れ以外に, 対数的な特異点が現れることも知られていた。 この対数的特異点についての組織的



な研究を行った。「解の対数的特異点は, 方程式の特性指数関数が恒等的に零になる場合以外に

は現れない」ことが証明された。「方程式の特性指数関数が恒等的に零になる場合、本当に対数

的特異点をもつ解が存在するのか？」という問題についても研究を行った。その結果, いくつ

かの基本的な条件のもとで, そのような解が実際に構成出来ることが分かった。これで, 「す

べての特異点をもつ解を決定する」という本研究の目的は, Briot-Bouquet 型の一階非線型偏

微分方程式の場合には, 完全に達成された。 

 

(4) 一階の totally characteristic な非線型偏微分方程式で, 空間変数について確定特異点

をもつような方程式について, 特異解の構成を行った。 線型部分のある係数が負の場合には, 

既に知られた解の一意性の結果（Tahara, Tokyo J. Math. 2008）と合わせることにより, 構成

した解ですべての特異解が尽くされることが示された。 結果として, 線型部分のある係数が負

の場合には, すべての特異解の決定に成功したことになる。 議論は古典的な漸近解析を駆使し

て論じた。 

 

(5) 特異点をもつ一階の非線型偏微分方程式の解の一意性についての研究を行なった。次の３

つの場合について, ものすごく弱い仮定の下で解の一意性を示すことに成功した。 ３つの場合

というのは , Briot-Bouquet 型の非線型偏微分方程式の場合 , nonlinear totally 

characteristic と呼ばれる偏微分方程式で x=0 に確定特異点を持つ場合, および, x=0 に不

確定特異点をもつ場合, の３つである。この一意性の結果は, (3), (4) の成果の一部を証明す

るのに使われた。 

 

(6) 線型偏微分方程式の発散級数解のボレル総和法の研究は, Miyake, Balser, Ouchi, 

Ichinobe 達により, 精力的な研究がなされてきた。 この内, 非コワレスキー型とよばれる線

型偏微分方程式の場合について, 多くの興味深い例を計算した。 結果として, 方程式の係数が

空間変数に依存している場合に, 従来の常識を覆すような極めて特異な反例が発見された。 

 

(7) A. Lastra（アルカラ大）と共同で, 高階の totally characteristic な非線型偏微分方程

式で, 空間変数について不確定特異点をもつ方程式について, 発散級数解の Maillet 型定理

の研究を行った。 本研究で, 時間変数と空間変数の両方についての良い Gevrey 指数の公式を

導いた。 途中でキャンセレーションが起きない場合には, 得られた Gevrey 指数が ベストな

ものであることも証明された。 この結果は, 発散級数解を漸近展開とする真の解の構成問題を

解く上で重要な役割を果たすと思われる。 

 

(8) (7) の研究に関連して, 多くの新しい問題が出てきた。方程式の主要部は同じだが 残りの

部分が非コワレフスキー的な場合には (6) と同様の議論をしても, 得られた条件が必要十分

になっていない多くの例が現れた。状況を見極めるために, Lastra, 山澤浩司（芝浦工大）と

共同で, 多くの例を計算してみた。いくつかのモデル方程式については, Gevrey 指数に関する

必要十分条件は導けた。しかし, それが一般の方程式にどのような条件として記述できるの

か？については未だ不明である。今後, 更なる研究が必要であろう。 

 

(9) q が１より大きいときに, q-差分偏微分方程式の研究も行った。時間変数についてｑ-差

分, 空間変数について偏微分をもつ q-差分偏微分方程式の発散形式解のボレル総和法の研究



を行った。この様な q-差分偏微分方程式は, 適当な条件のもとでは, Gevrey 指数が１の発散

級数解をもつ。これに対して, それを漸近展開にもつ真の解を, 田原（Ann. Inst. Fourier, 

2017）による新しい q-ラプラス・ボレル変換を使って構成した。残る課題は, 多重総和法が必

要な場合の研究である。 
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