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研究成果の概要（和文）：一般化されたPohozaev関数の構成を通した定曲率空間における非線形楕円型方程式の
正値球対称解の一意性と対応する汎関数の臨界点の非退化性の研究，定曲率空間上のp-ラプラス作用素を含む非
線形方程式（Euler-Lagrange方程式）の解の性質の研究，離散ソボレフ不等式の最良定数の決定問題の研究を行
った．これらの研究に関する成果は，4編の学術論文誌に掲載された．定曲率空間上のp-ラプラス作用素を含む
非線形方程式の変分解の性質の研究については，やや研究が遅れ，現時点では学術論文誌の掲載に至っていない
（現在，投稿中）．

研究成果の概要（英文）：According to the initial plan, uniqueness of the positive radial solution of
 nonlinear elliptic equations in the space of constant curvature thorough generalized Pohozaev 
identity and its non-degeneracy, properties of the solutions of the Euler-Lagrange equations 
including p-Laplace operator in the space of constant curvature and detection of best constant of 
discrete Sobolev inequality were studied. Results of these studies were published in four papers. 
Although the study of p-Laplace operator in the space of constant curvature could not show 
significant progress. The result of this study is not published at present. 

研究分野： 函数方程式論
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 

2012-14年頃にかけて n  次元開球上D  で
Dirichlet 条件下の半線形楕円型方程式 

( ) ( , ( )) 0,  ;  ( ) 0,  u x f x u x x D u x x D     

の正値解の球対称性に興味をもち、研究を行
った。これは、基本的には Gidas-Ni-Nirenbe- 

rg の方法に基づくが、Dに楕円幾何、双曲幾
何計量を導入し、結果を得る方法である。こ
うして得た正値球対称解の一意性について、
自然な流れとして興味をもつに至った。但し、
非線形項については、一般形では困難が予想
されるため、次の形 

( , ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) 0pf x u x g x u x h x u x     

に限定して考察することとした。こうするこ
とにより Pohozaev 型の恒等式が利用できる。
このこと自体は、本研究計画以前に連携研究
者の塩路直樹氏とともに J. Differential 

Equations, vol. 255, (2013)において示して
いた。本研究計画では、一意な正値球対称解
の対応する汎関数の非退化性についてさら
に研究を進めることとした。非退化性を示す
ことにより、正値球対称解からの分岐解の構
成問題等への応用が見込まれるためである。
また、特に球面、双曲空間上における
Brezis-Nirenberg 問題を典型例として扱う
こととした。幾何学的な性質が方程式に反映
され、興味深いためである。 

同様の理由で、並行して球面、双曲平面上
において p-ラプラス作用素を含む方程式、特
に pL 弾性曲線の停留曲線の研究を計画した。
2 次元平面上の pL 弾性曲線には、flat-core 解
というフラットな部分をもつ特異な解が存
在することを以前に示していたが、このよう
な解が 2 次元球面、双曲平面上にも存在する
か、またそれは、幾何学的な性質を反映する
ものであるかという問題である。 

また、Sobolev 不等式の最良定数の決定問
題に研究分担者の山岸弘幸氏、亀高惟倫氏、
永井敦氏、武村一雄氏と共に以前から取り組
んでいたが、この問題についても発展させる
よう計画した。 

 

２． 研究の目的 

 ① 非線形楕円型方程式の解の存在、正値
球対称解の一意性、非退化性について新たな
知見を得ること。特にユークリッド空間とそ
れ以外の定曲率空間で上記の性質が曲率に
いかに影響されるかを調べること。 

 ② 球面、双曲空間上において pL 弾性曲線
の停留曲線について調べること。以前にユー
クリッド空間において、 pL 弾性曲線の停留曲
線について調べた。球面、双曲空間の場合は、
停留曲線の曲率のみたす方程式の解から、停
留曲線を実現する部分にも困難な部分があ
る。 

 ③ Sobolev 不等式の離散バージョンへの
発展。1 次元 Sobolev-Hilbert 空間 (0, )mH a  

は (0, )L a
 に埋め込まれるが、この埋め込み

を表す不等式の最良定数は、この空間の再生
核を使って表現することができる。この離散

バージョンは、グラフ上の関数の不等式とな
る。これを離散 Sobolev 不等式とよぶ。対応
する再生核は、Moore-Penrose 一般逆行列と
なる。この関係を利用し、様々なグラフの離
散 Sobolev 不等式の最良定数を求める。 

上記の問題の研究を通して微分方程式論
の発展に貢献することを目的とする。 

 
３． 研究の方法 
研究課題の問題点について、研究分担者、

連携研究者と頻繁に研究打ち合わせを行い、
進めた。基本的には、不等式評価を重ね証明
を進めて行くが、研究課題には等式の理解が
重要な役割を果たす部分がある。これらの理
解に幾つかの数式処理ソフトウエアを有効
に活用した。 
（１）半線形楕円型方程式の正値解の一意性
及び対応する汎関数の非退化性の問題。この
研究においては、Pohozaev 型の恒等式を扱う
が、積分恒等式内の被積分関数の挙動が重要
となる。被積分関数の符号変化が高々1 回と
いうことを必要とするが、そのために ( )g x 、 

( )h x にどのような条件が課せられるか、数
値実験を通して見通しを立てる必要があっ
た。 
（２）球面、双曲平面上における pL 弾性曲線
の停留曲線の構成問題。この研究においては、
Euler-Lagrange 方程式から球面、双曲平面
上の曲線を構成する際、大変な計算を要求さ
れる。第一にこの部分に利用した。また、停
留曲線の形状は、想像がつきにくいものがあ
り、曲線の描画にも利用した。特に曲線の形
状がパラメータに関して不連続に変わる現
象を数値シミュレーションにより発見し、ま
たその証明を得た。数値シミュレーション無
しにこの現象に気づくのは難しかったので
はないかと思われる。 
（３）Sobolev 不等式の離散バージョンへの
発展の問題。切頂多面体やフラーレン族に対
応するグラフの Moore-Penrose 一般逆行列
を求める際に利用した。これらの計算を数式
処理ソフトウエアの援用なしに行うことは
大変困難である。1 次元 Sobolev-Hilbert 空
間 (0, )mH a の (0, )L a への埋め込み不等式の
最良定数を求める際にも再生核の対角値の
挙動を知る必要があり、数値計算が証明の方
針のために必要となる。 

 
４． 研究成果 
（１）半線形楕円型方程式の正値解の一意性
及び対応する汎関数の非退化性の問題。 
 一般化された Pohozaev 恒等式を用いて、
Dirichlet 条件下で方程式 

( , ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) 0pf x u x g x u x h x u x     

の正値球対称解の一意性および対応する汎
関数の非退化性を示した。具体的な問題とし
て、スカラー場方程式、松隈方程式、調和ポ
テンシャルを持つ非線形シュレディンガー
方程式、Haraux-Weissler 方程式、球面上の
Brezis-Nirenberg 問題が扱えることを示し



た（雑誌論文①）。さらに双曲空間上の Brezis- 

Nirenberg 問題の正値球対称解の一意性も雑
誌論文②で示した。双曲平面の場合に
Mancini-Sandeep, Ann. Sc. Norm. Super. 

Pisa. Cl. Sci. 2008 で得られていた結果を改
良することができた。 

（２）球面、双曲平面上における pL 弾性曲線
の停留曲線の構成問題。 
 ２次元球面上の弾性曲線の停留曲線を構
成した。特に flat-core 解という測地線上に
平坦部分をもつ閉曲線となる解の存在を示
した（文献 5）． pL 弾性曲線の停留曲線は微
分可能性が

2C 級しか保証されない場合があ
り、取り扱いが難しい。特に停留曲線上で定
義される Killing ベクトル場を球面や双曲平
面全体に拡張可能であることを示す部分が
難しいように思われる。この部分を回避する
方法を発展させることができた。これらの結
果を学術論文誌に投稿し、採択された（現時
点では発行されていない）。その他に上述の
ように特に曲線の形状がパラメータに関し
て不連続に変わる現象を見出し、証明するこ
とができた。これは p=2 の場合には Arroyo
らによって既に示されたいたことを後から
知ったが、一般の p についての結果は知られ
ていないように思われる。Arroyo らは楕円関
数の積分の計算を通して結果を得ているの
で、一般の p の場合にその方法を適用するの
は難しい。この部分の結果は未発表なので、
然るべき機会に報告したいと考えている。 

 
（３）Sobolev 不等式の離散バージョンへの
発展。 

 切頂多面体やフラーレン族に対応するグ
ラフを考え，その頂点上の関数

1, )( , Vu u u  

を考える．離散ソボレフ不等式とは Aをグラ
フのラプラシアン行列としたとき max iu  

を *( ) AE u u u等の定数倍で抑える不等式で
あ る ． こ う し た 不 等 式 の 最 良 定 数 を
Moore-Penrose 一般逆行列を構成し、求めた
（雑誌論文②，③）。 
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