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研究成果の概要（和文）：グラフの因子問題とは、与えられたグラフに対して、特定の性質をみたす全域部分グ
ラフを見つけるという問題である。本研究では主に、次の成果を得た。
(1) グラフ全体でもつ構造がグラフの一部分にもあり得るかを研究し、グラフの全体で知られている性質との関
連性を追及した。(2) グラフの木の構造を様々な角度から検証し、その存在定理の解決方法を提示した。(3) 上
記2点の融合を提案し、新たなグラフの方向性を示した。

研究成果の概要（英文）：The graph factor problem is the problem of finding the spanning subgraphs 
satisfying certain properties in a given graph. The main results of this research are as follows.
(1) We investigated whether the structure of the entire graph might exist in a certain subgraph, and
 verified the relationship with the known properties of the graph. (2) The structure of the trees in
 graphs was verified by various points of view, and the sufficient conditions presented. (3) We also
 showed the new research of graph theory.
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研究成果の学術的意義や社会的意義
グラフの因子理論は少々粗い表現をすれば、複雑なネットワークにおいて、所望のネットワークが存在するため
の様々な数学的条件をみつけようとする分野である。昨今のネットワーク社会において、その重要性は益々増大
していくと思われる。このような状況下で本研究は、因子理論における、今までの流れを考慮しつつ、新たなる
方向性を確立しようとするものである。これは多くの未解決問題を提供するだけでなく、この研究での成果は、
ネットワーク分野等の工学での応用も期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
グラフの因子理論は、グラフという概念が誕生した初期のころから長きに亘って研究され続
けている歴史が長い分野のひとつであり、現在においても国内外で活発に研究されている重要
課題である。例えば、過去にはアメリカの Vanderbilt University において、グラフの因子に特
化した研究集会が開かれたことがあるほどである。また、これまでの経緯および現在の活発な研
究状況から推測すると、グラフ因子は今後もグラフ理論の中心的課題のひとつとして研究され
ていくと思われる。 
この分野における最も大きな成果は、Tutte、Lovaszによって得られたグラフが、ある因子を
もつための必要十分条件である。しかし、これらの結果には、主に次の 3 つの問題点がある。 
(1) これら必要十分条件は、かなり複雑な評価式である。 
(2) 与えられたグラフにおいて、指定した部分グラフに特定の性質をみたす構造があるか否かが
一般には判定できない。 
(3) 対象となる因子が、連結であるか否かが判定できない。 

(1) の問題に対しては、グラフが所望の因子をもつための簡明な十分条件を得ることが近年の
重要な研究課題であり、これまで私を含め、十数年の間に国内外の多くの研究者が多くの結果を
出している。 

(2) の問題に対しては、私の過去の研究[1] で、グラフ因子の基本的構造ともいえるマッチン
グを自然に拡張した概念である奇次数部分グラフに対し、この奇次数部分グラフがグラフの一
部分を覆うための必要十分条件を得ることができた。これはグラフ全体での結果をグラフの一
部分へも自然に拡張できた萌芽的結果であり、グラフ全体のもつ様々な構造が部分グラフにも
あり得るのではないかということに注目するきっかけとなった。実際、さらに研究を進めると、
平成 13～14 年度には加納幹雄茨城大学教授と私との共同研究において、これまでに知られて
いる多くの因子を包含する新たな因子を定義し、グラフがこの因子をもつための必要十分条件
を得ることができた。この結果を掲載している論文は、その referee's report において、¥The 
publication is strongly recommended." との評価を頂き、国際専門誌に掲載されている。これ
らにより、(2) の問題を部分的に解決している。 

(3) の問題については重大とされながらも、これまであまり研究がなされていなかった。 
 
２．研究の目的 
上記の学術的背景を踏まえ、本研究では、冒頭の研究概要で示した 3 点を研究目的とする。 
研究目的(1) については、その構造が徐々に明らかとなりつつあるが、研究開始段階ではまだ、
十分な解決には至っていなかった。特に、グラフに関して所望の構造があるか否かという課題は、
グラフ全体であれば多くの性質が知られているにも関わらず、一部分に注目した結果は、最近に
なって活発化してきた研究であるため、解決すべき課題が多く残されている。しかし、着実に成
果は上がっているので、これを交付希望期間内に解決したいと考えた。 
 
３．研究の方法 
 平成 27、28 年度は、グラフ全体でもち得る構造が部分グラフにもあるかを追求し、グラフ全
体での結果との関連性を明らかにした。また、平成 29、30 年度は、因子に連結性を付加し、既
存の結果を拡張した。特に、各点から出る辺の本数に制限を付けた木の存在条件について、因子
理論で得られている条件を適用し、解決を図った。さらに最終年度は、上記の融合的な分野を開
拓し、証明手法の確立を目指した。 
平成 27 年度の研究計画 
グラフ全体に対する因子については、今日までのグラフ因子理論における重要課題のひとつで
あり、多くの研究者が多くの結果を出している。平成 27 年度の研究課題においては、グラフ全
体でなく、グラフの指定した一部にも同様な性質があるかについて追求しようとするものであ
る。過去の研究では、マッチングを自然に拡張した概念である奇次数部分グラフという概念に対
し、グラフの部分グラフをこの奇次数部分グラフが覆うための必要十分条件を得ることができ
た。これはグラフ全体での結果をグラフの一部分へも自然に拡張できた例といえる。また、これ
をきっかけとして、グラフ全体にある構造がグラフの一部にも起こりうるかという、新たな研究
対象を開拓した。さらにこの結果を受けて、これまでに知られている多くの因子を包含する新た
な因子を定義し、グラフがこの因子をもつための必要十分条件を得ることができた。これらによ
り、本研究課題を部分的に解決している。 
以上をもとに、平成 27 年度は次のような計画で研究を進めていった。 
(1) 平成 27 年度の早い時期に、すでに知られている因子に関する結果を MathSciNet やグラフ
理論関係図書により、多角的に調査、検討した。この調査・検討では、グラフ全体に存在する構
造を部分にも見出すという観点と次年度以降に取り組む課題である全域木へ発展させるという
観点から取り組んだ。 
(2) 十分な調査、検討をしたのち、遅くとも平成 27 年度後半には、証明に取り組んだ。 
(3) 得られた結果を論文としてまとめるとともに、学会、研究集会等で順次口頭発表した。 
平成 28 年度以降の研究計画 
因子に連結性を付加し、既存の結果を拡張した。特に、各点から出る辺の本数を制限した全域木
について、グラフの因子理論の観点から、その存在条件について検討した。既存の因子に対して



は、これまで多くの研究がなされているが、そのほとんどが連結性を間われていない因子に関す
るものであった。これに対し、最近の私の研究では、ハミルトン閉路を含む連結な因子を定義し、
グラフがこの因子をもつための十分条件を得ている。連結な因子は、ハミルトン閉路を拡張した
概念とみなすこともでき、数学的意義のみならず、工学での応用も期待される。しかしながら、
与えられたグラフにおいて所望の連結な因子があるか否かという問題は一般に、計算機分野に
おいて NP 困難のクラスに属し、数学的に必要十分条件を求めるのは極めて困難とされている。
このため、本研究では連結な因子の基本的構造である全域木に焦点をあて、グラフが所望の全域
木をもつための十分条件を求めた。具体的な計画は以下のとおりである。 
(1) まずは平成 27年度前半において、既存の結果を十分に調査、検討した。グラフの因子その
ものに関する結果の調査、検討については、平成 27 年度の計画に含まれているので、平成 27 
年度の早い段階で、ハミルトン閉路と木に関する結果に集中して調査した。 
(2) この調査を受けて、平成 28 年度後半以降では、因子の結果とハミルトン閉路または木の結
果とを比較検討し、これらを自然に融合した全域木の存在証明について取り組んだ。 
(3) 得られた結果を論文としてまとめるとともに、学会、研究集会等で順次口頭発表した。 
 
４．研究成果 
 
(1) 研究分担者の松原良太氏と大学院生の松尾菜南氏との共同研究で、平曲面上に[a,b]-因子
が存在するための十分条件を得ることができた。研究実績の概要で挙げた本研究の目的(1)にお
いて、今年度は共同研究により、[a,b]-因子というグラフの内部構造について、研究成果が得ら
れた。これはこれまで、本研究で対象としていなかった平曲面上のグラフに関する結果であり、
新たな視点によって得られた先駆的な研究としての重要な意義があると考える。一方で、この目
的(1)では、この結果にとどまらず、より研究を進めていく必要があるとも考えている。 
 
(2) 研究分担者の松原良太氏と茨城大学の松村初氏との共同研究により、グラフの k-spider と
いう概念を導入し、与えられたグラフにおいて、全域 k-spider が存在するための十分条件を得
ることができた。本研究においては、グラフの k-spider という概念を導入した。k-spider とは、
1点のみが次数 2以上 k以下であり、その他の点の次数が 2以下である木をいう。与えられたグ
ラフ Gにおいて、隣接していない任意の 2点の次数和が|G|+k-1 以上ならば、グラフ Gには、全
域 k-spider が存在することを証明した。 
 
(3) 古谷倫貴氏、前澤俊一氏、松原良太氏（研究分担者）、土屋翔一氏、八島高将氏との共同研
究により、スターフリーグラフに、全域 k-tree が存在するための十分条件を得ることができた。
さらに、前澤俊一氏、松原良太氏（研究分担者）との共同研究により、分岐点と葉の合計数が少
ない全域木が存在するための十分条件も得た。本研究においては、与えられたグラフを対象に、
特定の性質を満たす木が存在するための十分条件について研究し、特に、グラフの「全域 k-tree」
と「分岐点と葉の合計数が少ない全域木」という 2つの概念について、それぞれが存在するため
の次数条件を求めることができた。なお、グラフの全域 k-tree とは、グラフの各点から出る辺
の本数が 1以上 k以下の木をいう。 
 
(4) 松原良太氏（研究分担者）、松村初氏との共同研究において，k-spider という、新たな概念
を定義し、これに関する結果を得た。これは 1つの避難所から交差点がない経路が複数存在する
かを考慮する概念であり、今後、応用が期待できると考えている。本研究においては、与えられ
たグラフを対象に、特定の性質を満たす木が存在するための十分条件について研究し、特に、グ
ラフの「k-spider」という新たな概念を定義し、グラフに全域 k-spider が存在するための次数
条件を求めることができた。なお、グラフの k-spider とは、グラフの 1点から、放射状に高々
k本の道が延びていく経路をいう。 
 
(5) 研究分担者の松原良太氏らとの共同研究において、分岐が少ないグラフの木に関する結果
を得ることができた。前年度の研究では、k-spider という、新たな概念を定義し、これに関す
る結果を得た。これをさらに拡張させ、分岐点と葉の合計数が少ない全域木が存在するための十
分条件を得た。 
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