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研究成果の概要（和文）：A1.共形平坦化と呼ばれる手法による数理解析：べき型分布の場合に著者らの研究に
より知られていた「共形平坦化により現れる情報幾何的な平坦性」をより一般的な非指数型分布の場合へ拡張し
整備した． 
A2.非指数型分布に対応する確率単体や正定値対称行列錐の情報幾何と応用：非指数型離散確率モデルを扱う計
算技術の開発は，それらのパラメータ空間である確率単体や正定値対称行列上に定義される平坦な情報幾何構造
を利用したアルゴリズム構築となる．この考えにもとづき一般化ロバストな母数推定，数理最適化，パターン分
類などの新しい計算手法の開発・拡張を行った．

研究成果の概要（英文）：A1. Mathematical analysis by conformal flattening technique in information 
geometry: conformal flattening technique which transform non-flat statistical manifolds to dually 
flat ones is derived and its properties are investigated. The non-flat manifolds can be regarded as 
a generalized exponential family. 
A2. Application of information geometry on probability simplex and a cone of positive definite 
symmetric matrices corresponding to generalized exponential family: Computational algorithms dealing
 with generalized exponential densities are performed on their parameter spaces. Using dually flat 
geometry defined on these spaces, we developed the algorithms such as robust parameter estimation, 
mathematical optimization, and pattern classification.

研究分野： 情報幾何
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究の意義は，計画に沿った成果をあげることで関連する多くの学問分野に新しい知見と刺激を与える波及効
果を及ぼすことに加えて，前述したような高い社会的要請にも対処できるデータ解析手法を提示するという実用
面への貢献もあげることができる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。
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１．研究開始当初の背景 
 多数の個体やデータが関与する様々な現象を解析する統計科学，情報理論，統計力学などの分
野では，「指数型分布」と「ボルツマン-シャノンエントロピー」を基礎とした枠組みが理論的に
大きな成功を収めてきた．そこではデータ発生源である個体は，時空間的に近接したもの同士以
外は互いにあまり影響されずにほぼ独立に振る舞い，データは無作為に抽出されるという仮定
が本質的であった． 
 しかし今日，人間社会で取得と蓄積が可能となってきた多様で大量のデータは必ずしもこの
ような仮定が満たされず，その統計解析のため非指数型の確率分布のロバストな母数推定手法
の充実が今も期待されている(H. Fujisawa, S. Eguchi: Journal of Multivariate Analysis, 99(9), 
2053-2089 (2008). E.Ollila, D.E.Tyler, V.Koivunen, H.V. Poor: IEEE Trans. signal process. 
60(11), 5597–5623 (2012)など)． 
 一方，物理でも個体間に長距離・長時間の相互作用が働く系では平衡分布としてしばしば「べ
き関数の分布」が現れる．そのような系の振る舞いを調べ理解するために，べき型分布を最大エ
ントロピー分布とするような一般化エントロピーが提案され，現象論的説明を与えるとともに
その興味深い数理構造がしだいに明らかになりつつあった (C. Tsallis: Introduction to 
Nonextensive Statistical Mechanics, Springer (2009). J. Naudts. Generalized 
Thermostatistics, Springer (2011)など)． 
 これらの異分野に派生した問題意識や研究動機を共通の枠組みで捉え，現象や問題の根本を
明らかにする理論と計算技術・アルゴリズムを構築しようという機運が急速に形成され，大偏差
原理や独立性などの確率論的な基礎事項にも影響を及ぼす可能性が出てきていた． 
 
２．研究の目的 
データ解析の社会的要請と複雑系研究の物理への注目から，非指数（一般化指数）型分布に関

連する理論研究，計算技術の充実が必要となってきている．この領域の背景にある数理構造は，
申請者らによる一連の研究により情報幾何学と深く関わっていることが明らかになり，これを
用いることで数多くの研究結果が導かれてきた． 
 本研究では，これらの結果をより進展させるため，基本概念と考えられる幾何的変形操作（共
形平坦化）を用いた一般化指数型分布の数理解析を第一の目的とする．また，このクラスの分布
で最重要な一般化ガウス分布の幾何構造を正定値対称行列集合上に誘導できることを利用し，
一般化ガウス分布を扱う計算手法を正定値対称行列の集合上で構築することを第二の目的とす
る． 
 
３．研究の方法 
本研究は，連携研究者や他らの協力を得ながらも基本的には代表者が単独で進めた． 
理論的な研究である成果 A1 については，主に学会や研究会での議論情報交換を通して，代表

者が着想を膨らませて理論構築するとともに，物理現象への応用では，指導する学生の数値実験
結果及び彼らとの議論を通して主結果を導いた． 
A2 に関しては連携研究者に加えて，いくつかの研究との関連を見いだすことで多くの研究者

との共同研究も実施することで成果をえた． 
研究結果は，学会や研究会で発表し，学術誌論文あるいは学術書の一部として出版することで

公表した． 
 
４．研究成果 
 

A1．（共形平坦化） 
 また，アファイン微分幾何と呼ばれる手法に基づき，確率単体上の様々な情報幾何構造（これ
らはアファイン埋め込みに依存する）を共形平坦化して得られる双対平坦構造を明らかにした．
この結果は，リプリケータ方程式と呼ばれる確率単体上の勾配流や情報幾何構造から定まる測
地流と関係があるので，それらに対して成立するいくつかの結果を導き，応用の可能性を示した
[5]． 
また，確率単体上の様々な情報幾何構造（アファイン埋め込みに依存する）を共形平坦化して

得られる双対平坦構造を定めるポテンシャル関数や双対座標の公式を導出し，その幾何構造に
対して自然な振る舞いをもつ力学系を導出した[8]． 
この際現れる共形ダイバージェンスを利用して，今年度は確率単体上の多数の点（確率）に対

し，幾何的ダイバージェンスに関する重心の計算公式を導出した[9]．多数のデータ（確率）の
重心は，例えばパターンマッチングで重要な働きをするので，機械学習などの分野で応用の可能
性がある． 
 



 

      図：確率単体のアファイン埋め込み（左）と共形平坦化（右）のイメージ 
 
 
A1（二重自己平行） 
 情報幾何学では，リーマン計量について互いに双対的なアファイン接続のペアという概念が
様々に重要な働きを見せる．この二つのアファイン接続のどちらに対しても自己平行な部分多
様体上の情報幾何構造を考えることができる．この「二重自己平行性」と呼ばれる性質を備えた
部分多様体は，その特別な性質ゆえに情報幾何のいくつかの応用で重要な働きをする． 
研究成果として，まず対象錐と呼ばれる数学的対象に対して，その部分多様体が二重自己平行

となる必要十分条件を求めた[9]． 
次に情報幾何の応用上最も重要な確率分布モデルの代表例である確率単体の部分多様体に対し
て代数的に特徴付けを用いて必要十分条件を求めた．結果として，その代数の部分代数が二重自
己平行な部分多様体に対応することが明らかになったが，この事実を利用して，さらにそのよう
な部分代数の分類を与えた．これにより，与えられた部分多様体が二重自己平行かどうかを判定
できるようになっただけでなく，逆に望ましい二重自己平行部分多様体を構成するための重要
な指針が与えられたことになる[7]． 
 
A1 物理現象への応用 
 一方，拡散現象は確率分布の時間発展と捉えることができる．過去の研究で，複雑系に特有な
異常拡散という現象を示す多孔媒質拡散方程式の解の振る舞い q-ガウス分布との詳細な関係を
情報幾何によって明らかにした．近年，インタネット上の情報拡散，生態ネットワーク，疫病の
拡散，機械学習のアルゴリズムなど空間離散的な拡散現象に興味がもたれている．グラフ上のラ
プラシアンを用いたべき型非線形性を有する拡散方程式が，興味深い同期現象を引き起こすこ
とを数値実験により発見し，そのメカニズムと q-指数関数が重要な働きをすることを明らかに
した[11]．このようなネットワーク上の非線形拡散現象の振る舞いに関する知見は，上述したよ
うな応用における人工ネットワークの設計に知見を与えるものと期待できる． 
 
A2（統計への応用） 
一般化指数分布のうち，通常の指数型分布のよい性質のいくつかを持ち，応用上にもしばしば

現れる分布として q-ガウス分布がある．q-ガウス分布上の情報幾何構造を定めるβダイバージ
ェンスに対し，q-ガウス分布をパラメトライズする正定値対称行列空間の情報幾何構造を定め
る V ポテンシャルの対応関係を導き，q-ガウス分布上の情報幾何構造が一般には SL(n)-群不変
性，特別な条件をつけると GL(n)-不変性を持つことを示した[2]． 
 また確率密度関数の集合上で定義される U-ダイバージェンスと呼ばれる擬距離を用い，モー
メント制約の下で得られる最大エントロピー分布が一般化指数型分布となることを示し，これ
らにまつわる双対平坦構造を定めた[1]．また確率密度関数の様々な平均と幾何構造の関係を明
らかにした[6]． 
 
A2（情報科学への応用） 
 正定値対称行列を特別な場合として含む対象錐に対する情報幾何について基本的な性質をま
とめ，特に正定値対称行列を中心にこれらの性質に基づいて得られる興味深い結果として，ガウ
シャングラフィカルモデリング，半正定値計画内点法の計算の手間と曲率に関する応用研究を
解説する記事を出版した[4]． 
 関連する研究として，正定値対称行列上の最適化計算技術の一つの根幹となる半正定値計画
法及びそのシステム制御への応用をまとめた成書を刊行した[3]． 
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