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研究成果の概要（和文）：葉序螺旋の幾何学的モデルはいくつか提案されているが、そのうちアルキメデス螺旋
格子上のボロノイタイリング、ならびに対数螺旋格子上のボロノイタイリングおよび円充填について、とくに斜
列と呼ばれる螺旋の本数に着目して、パラメータを動かしたときの斜列の変化を調べた。
アルキメデス螺旋格子については、パラメータ空間を連続化する方法により、斜列の単調性、結晶粒界の準周期
性、長方形タイルの縦横比の収束などの性質を簡明かつ厳密に証明することができた。
対数螺旋格子については、斉次有界な距離関数を用いることによって線形格子とよく似た扱いが可能となり、ボ
ロノイタイリングと円充填の分岐図が互いに双対であることがわかった。

研究成果の概要（英文）：Our main subjects are the geometric models of phyllotactic spirals, 
including Voronoi tiling on the Archimedean and logarithmic spiral lattices, and circle packing on 
logarithmic spiral lattices.  We studied parameter dependence of the number of spirals, called 
parastichies.
For Archimedean spiral lattices, we obtained a simple and rigorous proof for the monotonicity of 
parastichies, quasiperiodicity of the grain boundaries, and the shape limit of the quadrilateral 
tiles, by using the continuation of the parameter space.
The logarithmic spiral lattices have a good property like the linear lattices, under a bounded 
planar metric.  We showed in particular that the bifurcation diagrams of Voronoi tiling and circle 
packing are dual.

研究分野： 応用幾何学

キーワード： 葉序　螺旋格子　ボロノイタイリング　円充填　連分数

  ２版
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研究成果の学術的意義や社会的意義
葉序螺旋とは、ひまわりの種の並び方を幾何学的にデル化したものである。螺旋が作る縞模様を扱う際には、通
常、歪みを無視して、直線状の縞模様で近似して考えることが多い。本研究では、螺旋による歪みを考慮して縞
模様を扱うことを考えた。
対数螺旋の場合には、きわめて特殊な斉次有界な距離関数が有効に機能することがわかった。この距離関数は、
葉序と全く関係のない誤差解析の分野で既に発見されたものと同じである。
アルキメデス螺旋の場合には、結晶粒の境界の存在と、その準周期的構造が証明された。ここではフィボナッチ
数および黄金比が重要な役割を果たしている。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
葉序螺旋のタイリングは、螺旋格子と呼ばれる点集合から定まる平面分割であり、離散系と連
続系の中間的な性質をもつ。力学系(分岐理論)、応用数学(ボロノイ分割)、折り紙工学(螺旋折
り紙)、トポロジー(被覆空間)との関連をもち、とくに黄金比を通じて物理学(準結晶)、生物学(葉
序)、数論(連分数)と関連をもつ。本研究では、各分野の問題を必要となる問題を押さえつつ、
とくに力学系の手法を軸として、葉序螺旋のタイリングにおける準周期的性質、数論的性質、
幾何学的性質などの相互の関連を明らかにする。 
 
２．研究の目的 
 
(1) 本研究の第一の目的は、放物螺旋のボロノイタイリングの分岐構造(パラメータによる変化

の仕組み)を明らかにすることである。研究代表者はすでに、相似変換の対称性をもつ三角
形タイリングならびにボロノイタイリングを調べ、その分岐を表すパラメータ空間を解明
しているが、これらは螺旋の本数がタイルによらず一定の、いわば局所モデルであった。
放物螺旋は、より現実に近い葉序螺旋といえる。本研究では、局所モデルをつなぎ合わせ
た大域的構造として放物螺旋を記述することを目的とする。 

(2) 対数螺旋上の円充填モデルは20世紀初頭にオランダ
の植物学者 Van Iterson (1907) によって提案され
た螺旋葉序の幾何学的モデルである。図 1 は、円筒
上の格子に対するボロノイタイリングの分岐図と円
充填の分岐図を重ねたもので、両者が一次分数変換
の対称性をもち、グラフとして互いに双対であるこ
とを表している。螺旋タイリングにおいても、ボロ
ノイタイリングの分岐図と双対な円充填の分岐図が
解析関数として構成できるかが問題となる。 

                                                                  図 1 
 
３．研究の方法 
 
(1) 放物螺旋格子およびアルキメデス螺旋格子上のタイリングについて、その大域的構造を、

パラメータつきタイリングにおける分岐図を利用して記述することを考える。すなわち、
一つのタイリングの各タイルは、パラメータつきのあるタイリングの族においてパラメー
タが整数の場合の基準タイルと、近傍を込めて相似であるという性質がある。したがって、
基準タイルの近傍に注目してタイリングの分岐(パラメータによる変化)を調べることは、一
つの平面タイリングの大域構造を調べることと等価である。このように、一つの分岐図を
用いて放物螺旋格子の大域構造を記述する。 
 
また、放物螺旋格子上のタイリングを組合せ構造によって分割したときの境界円上に準周
期的構造があることが知られているが、これについて、分岐図による簡明な説明を与える。 
 

(2) 対数螺旋格子上の円充填モデルは葉序螺旋における古典であるが、相似タイリングへの適
用については数学的に十分に整備された提案は見当たらない。複素解析的に精密なモデル
の構築を試みる。 
 

４．研究成果 
 
(1) 放物螺旋格子よりも扱いやすいアルキメデス螺旋

格子上のボロノイタイリングにおいて、トポロジ
ーの手法を応用して、タイリングのパラメータ空
間を連続化することにより、分岐図でタイリング
を記述できることがわかった。また、平面上の円
板が極座標に移しても凸であることを利用して、
螺旋(斜列)の本数の単調性を示した。 
 
アルキメデス螺旋格子上のボロノイタイリング
(図 2)は、六角形(蜂の巣型)タイリングである結晶
粒と呼ばれる領域と、それらの境界である結晶粒
界と呼ばれる部分に分かれる。結晶粒界上のタイ
ルの形状は長方形に近い。結晶粒上のタイルは 3
つの斜列係数をもち、結晶粒界上において斜列係
数が変化する。結晶粒界の組合せ的性質および結
晶粒界上のタイルの極限として得られる長方形の                  図 2 



縦横比は、発散角の連分数展開によって定まる。これらの結果を、連続なパラメータ空間
を考えることによって証明した。 
 

(2) 対数螺旋上の円充填モデルにおける円板の半径が、平面の距離関数の公理を満たすことを
示した。さらに、この距離関数によって、対数螺旋上のボロノイタイリングの分岐曲線が
記述できることがわかった。対数螺旋上のボロノイタイリングと円板充填の分岐図が、互
いに双対グラフであることを示した。(図 3) 
 
線形格子上では、円板充填とボロノイタイリングは一種の双対関係にあることは既に知ら
れていた。対数螺旋格子上での円板充填とボロノイタイリングの双対性は、線形格子の理
論の非線形版にあたる。証明も連分数の性質を利用しており、自明でない。 
 
線形格子においては、平行四辺形が円に内接する
とき、平行四辺形は長方形であって、二つの対角
線の長さは等しい。対数螺旋格子においては、平
行四辺形に相当する四角形が円に内接するときは、
二つの対角線の長さが、この斉次有界な距離関数
で測ったときに等しい。このような性質をもつ有
界距離関数が、対数螺旋格子の幾何において重要
な役割を果たしている。対数螺旋格子は、通常の
場合、ボロノイタイリングの斜列係数を三つもち、
円板充填の斜列係数はボロノイタイリングの斜列
係数のいずれかに等しいことを示した。これら斜
列係数は、回転角の近似分数の分母として現れる
自然数である。対数螺旋格子の円板充填およびボ
ロノイタイリングの分岐図は Farey 木の構造を
もつ。                                                        図 3 
 

(3) タイル張りと被覆空間の応用として、正四面体の展開図について考察した。正四面体の展
開図は平面上の正三角形タイル張りを与え、平面上の直線は測地線を与える。これを利用
して一本の紙の輪を折り畳んで正四面体が得られることを示した。測地線の方向は可算無
限個存在する。また、正四面体の展開図として得られる凸多角形の族が、切り込み線のグ
ラフに着目して分類できることを示した。 
 

(4) また、球面のタイル張りの応用的問題としてビーズ多面体を調べた。ビーズ多面体におい
て測地線が定義される。ビーズ正二十面体上の測地線は正二十面体上の閉測地線に対応し、
逆に正二十面体上の閉測地線に対応してビーズ正二十面体が存在することがわかった。 
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