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研究成果の概要（和文）：対称傾角粒界の構造と有理数の一対一対応を用いて粒界最安定構造を系統的に解析し
た. また, 傾角粒界に存在する階層構造をファレイ数列によって記述した. これにより, 指数の大きな傾角粒界
であってもファレイ数列を用いることで構造ユニットの配列を精度よく推定することが出来る. このとき, 転位
間隔は原子の離散性を反映して準周期の一部を実現する. 参照構造は粒界エネルギーだけでは決定することがで
きず, 現状としては実験および理論計算により適切に特定しなければならない. 今後, 参照構造の決定条件およ
び粒界最安定原子構造を決定する根源的な理論の構築が望まれる.

研究成果の概要（英文）：Atomic structure of symmetrical tilt GBs are analyzed from mathematical 
perspective. The structures of symmetrical tilt GBs can be described by a part of quasi-periodical 
arrangements of structural units as a realization of the lowest energy structure. Then, reference 
structures can linearly interpolate intermediate GBs. The major structures were well predicted by a 
simple decomposition formula of symmetrical tilt GBs with an algorithm due to the Farey sequence. 
The arrangement of structural units can be derived so as to maximize the separation of minority 
units which can be applicable to other GBs. The fundamental theory is necessary to be established 
for determining the reference structures and the stable atomic arrangements of grain boundaries.

研究分野：粒界幾何学
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1.研究開始当初の背景

材料科学において金属・セラミックス等の機能
材料は多結晶体として用いられ, 内部に存在する
格子欠陥が機能特性に多大な影響を及ぼしてい
る. 近年の実験および理論計算手法の進展は目覚
ましく, 収差補正走査透過型電子顕微鏡 (STEM)
による粒界原子構造の直接観察, および第一原理
計算による機能特性の探求が盛んに行われてい
る. 格子欠陥は特有のナノ空間を有するため,それ
に起因した物性発現も注目されてきている. しか
しながら欠陥構造と材料の機能特性との関係は極
めて複雑であるため, 上記に加えて数学的手法に
よる解析法の確立が求められている.構造-機能相
関の解析を行うにあたり, 双結晶などのモデル材
料を用いて欠陥に起因する諸現象を詳細に検討す
る手法が有効である. 特に対称傾角粒界の原子構
造は構造ユニットと呼ばれる多面体の配列で記述
できる. このような粒界特有の多面体配列の背後
に存在する数理構造を明らかにすることで, 不純
物偏析, 相変態等の現象を根源的に理解すること
ができると考えられる.

２.研究の目的

物質・材料は特有の結晶構造を有し種々の格子
欠陥が知られているが,本研究では,特に 2次元欠
陥である粒界を扱った. 個々の粒界と機能特性の
相関は, 方位・粒界面等で決定される粒界性格に
大きく依存する. 従って欠陥に起因する諸現象を
本質的に理解するためには, 粒界性格を制御した
双結晶などのモデル材料を用いた研究が有効であ
る.小傾角粒界には刃状転位列が形成される一方,
大傾角粒界には粒界転位が導入され, 転位間相互
作用を最小化するためにそれらが周期的に配列す
ると考えられてきた. 巨視的には転位間距離は等
間隔であるとして差し支えないが, 粒界の原子構
造は傾角に応じた幾何学的制約と原子の離散性を
反映するため, 特定の傾角を除いて原子レベルの
転位間隔は一定にはなり得ない. 原子レベルで粒
界構造を解析し次世代材料へ応用するためには,
数学的手法は極めて有効である. 特に, 粒界の最
安定原子配列と有理数の分布には密接な関係があ
り, 幾何学的手法および整数論的手法に基づく有
理数分布の解析を用いて, 粒界周期構造を系統的
に予測することが可能である.本研究では, STEM
による原子構造解析に加えて, 粒界の最安定原子
配列決定条件を数学的視点により解明することが
目的である.

３.研究の方法

本研究では, モデル材料として酸化マグネシウ
ム (MgO) およびイットリア安定化立方晶ジルコ
ニア (YSZ)を用い,固相接合法によりバイクリス
タルを作成した. 粒界の長周期構造を観察するた
め, 格子整合性が良い対応粒界の方位関係からず
れた近似対応粒界を作成した. 2 つの結晶ブロッ
クの等価な低指数面を, 共通の回転軸周りに互い
に角度 θ ずつ対称に傾けて接合できるよう切断
し,鏡面研磨加工・洗浄後,高温 (1500℃で 10時
間) で接合した. 粒界の観察のために薄片化を行
い, 微細構造解析には収差補正装置搭載の走査透
過電子顕微鏡 (加速電圧:200kV)を用いた.

４.研究成果

2 つの結晶を仮想的に重ねると, 特定の角度で
格子点同士の一致が生じる. このとき一致した格
子点同士がまた結晶格子をなすとき, それを対応
格子と呼ぶ. 基本格子に対する対応格子の単位胞
の体積比は整数指標として用いられ, Σ を用いて
表される.また, 2つの結晶粒が対応方位関係にあ
るとき,その界面を対応粒界と呼ぶ.対応格子が存
在するためには, 基本格子における鏡映対称面の
存在に加えて, ある種の「有理数条件」が必須で
ある.有理数は実数の中で稠密に存在するため,対
応方位は離散的でありながら無数に存在する. 従
来, Σ 値の比較的小さい低エネルギー粒界につい
ては, 実験および理論計算によって多数の研究が
なされてきたが, Σ の大きい対応粒界や非整合粒
界も含めた無数の粒界を網羅するためには, 一般
粒界についての統一的な理論研究が必要である.
こうした背景の下, 1960 年代に, 2 つの格子の一
致の良さを定量化すべく O 格子理論が提唱され
た. 対応格子理論では 2 つの結晶格子が特定の幾
何学的関係で交わる必要があるのに対し, O 格子
理論では任意の方位関係を扱うことができる. さ
て, O格子点は次の方程式によって求められる:

a =
(
I − A−1

)−1
t. (1)

ここで I は恒等変換, A は 2 つの格子の方位関係
を結ぶ一次変換である.基本格子の格子ベクトル t
に対して aが 1つ定まり,そのような aの集合に
よって O 格子が得られる. 先行研究により, 1980
年代に一般の粒界構造は低指数対応粒界に現れる
構造によって記述されることと, 粒界構造ユニッ
ト配列に階層構造が存在することについても指摘
がある.本研究では,一次変換を適切に選ぶことに
よって O 格子が粒界構造の周期を表す指標とな
ることを見出し,粒界面上の O格子点の周期と粒
界構造ユニットの周期に対応が存在することを示
した.それに基づき,有理数の分布と対称傾角粒界
の周期性の関係を導出した [論文 10(下記発表論
文参照)].
一方, 2つの格子が対応方位関係にあるとき,対

になる概念として DSC(displacement-shift com-
plete/displacements which are symmetry conserv-
ing)格子がある. DSC格子とは 2つの格子の全て
の格子点を含む最も疎な格子, すなわちそのよう
な格子の中で単位胞の体積が最大になるものとし
て定義される. あるいは, 一方の格子を変位させ
た際に, 対応格子の格子パターンを保存する平行
移動の全体としても特徴づけられる. DSC格子の
基本格子に対する単位胞の体積比は, 対応格子の
場合の逆数 1/Σ で与えられる. 粒界転位 (あるい
は DSC 転位) は格子パターンを保つ変位によっ
て導入される場合に最安定であると考えられ, そ
のバーガーズベクトルも DSC 格子に基づいて定
義される.
例として, 図 1 に傾角 35.3◦ の MgO[001] 対
称傾角粒界の高角環状暗視野 (HAADF)-STEM
像を示す. 傾角 35.3◦ の粒界では, 傾角 36.87◦
の Σ5 (310) 対応方位からのずれが小さいため,
Σ5 (310) 構造ユニットが主であり, Σ5 対応方位
からのずれを補償するため, Σ17 (410) 対応方位
に現れる構造ユニットが周期的に出現すること
が観察された.傾角 35.3◦ の対応方位は, Σ5 (310)
対応方位 (36.87◦)と Σ17 (410)対応方位 (28.07◦)
の間に存在し, 粒界構造はそれらの低指数対応粒



界に現れる構造ユニットによって構成されてい
る. このように一般の粒界構造が, 低指数対応粒
界に現れる構造ユニットの配列によって記述出
来るとき, そのような低指数対応粒界のことを参
照構造という. 図 1 の HAADF-STEM 像では, 大
多数の B = Σ5 (310) 構造ユニット配列の間に,
A = Σ17 (410)構造ユニットが周期的に導入され
ることで Σ5対応方位からのずれを補償していた.
その比は 1:6(A+6B)であり,構造ユニット配列の
周期は 7である.

図 1 傾角 35.3◦ の MgO[001] 粒界の HAADF-
STEM像.傾角 36.87◦ の Σ5 (310)対応方位から
のずれを緩和するため, B = Σ5 (310) ユニット
が大部分を占める中に A = Σ17 (410) ユニット
が周期的に存在する.

一般に,傾角 2θの立方晶 [001]対称傾角粒界に
おいて, tan θ が有理数 p/q(q ≧ p ≧ 0) となると
きに (qp0) 対応粒界が存在する. 傾角 2θ = 35.3◦
のときは tan θ ≃ 7/22 と近似されるため, 理論
的には Σ533 (22 7 0) 対応粒界である. 図 1 より,
粒界構造は 6 つの Σ5 (310) 構造ユニットと 1
つの Σ17 (410) 構造ユニットで表されると考え
られ, 面指数 (逆格子ベクトル) の分解としては
(22 7 0) = (410) + 6 (310)と表される.
上記解析を一般化すると, 立方晶 [001] 対称

傾角粒界の数理構造は次のようにまとめられる.
p, q, p1, q1, p2, q2 は, p ≦ q, p1 ≦ q1, p2 ≦ q2 を
満たす非負の整数とし,

(
p, q
)
,
(
p1, q1

)
, (p2, q2)

の対はそれぞれ互いに素であると仮定する.
(
qp0
)

面の参照構造を
(
q1p10

)
および

(
q2p20

)
に選んだ

とすると,
(
qp0
)
面が 2 つの参照構造の間にある

という条件は,不等式
p1/q1 < p/q < p2/q2 (4)

で与えられる. このとき
(
qp0
)
対応粒界が 2 つの

参照構造によって(
qp0
)
= n1
(
q1p10

)
+ n2
(
q2p20

)
(5)

と構成されるならば,係数 n1, n2 が正の整数とし
て一意に定まるための必要十分条件は,

det
(

q1 q2
p1 p2

)
= 1 (6)

という条件で与えられる.このとき n1 + n2 = pが
成立する.しかしながら, 2種類の構造ユニットの
配列は傾角に依存し, 非常に多くの組合せが考え
られる. Sutton らは, 一般の粒界構造は 2 つの参
照構造の整数係数線型和 n1A + n2B によって記
述されることに加え, 傾角の変化に応じて 2 つの
参照構造の間をできる限り連続に変化するべきで
あることを提唱し, それらの配列方法を決定する
アルゴリズムを導入した.一方我々は,別の見地か
ら 2種類の構造ユニットの配列を与えるアルゴリ
ズムを提唱した.先の説明から,

(
qp0
)
対応方位の

構造ユニットの周期は pである.ここで p, qは先
の条件を満たす整数であり,傾角 2θの

(
qp0
)
対応

粒界に対して tan θ = p/q が成り立つ. 一方, 傾角
の順に対応する p を並べ, 9 以下のものを抜き出
すと次の 29項からなる数列

{
pn
}29
n=1 が周期的に現

れる:
1, 9, 8, 7, 6, 5, 9, 4, 7, 3, 8, 5, 7, 9, 2,

9, 7, 5, 8, 3, 7, 4, 9, 5, 6, 7, 8, 9, 1. (7)
両 端 の p1 = p29 = 1 は そ れ ぞ
れ, Σ17 (410) 対応方位(28.07◦) お よ び
Σ5 (310) 対応方位(36.87◦) の周期 1(すなわ
ち単一の構造ユニットで記述できること) に対応
する. このとき, p6 = 5 は傾角 2θ1 = 29. 49◦ の
(19 5 0) 対応粒界 (tan θ1 = 5/19), p8 = 4 は傾角
2θ2 = 29. 86◦ の (15 4 0)対応粒界 (tan θ2 = 4/15)
にそれぞれ対応する. ところで p7 = 9 は,
p7 = p6 + p8(= 5 + 4) を満たすため, 2 つの周期
p6 = 5と p8 = 4の結合によって, p7 = 9の長周期
構造が形成されると考えられる.ここで p7 = 9は
傾角 2θ = 29. 65◦ の (34 9 0) = (19 5 0) + (15 4 0)
対応粒界 (tan θ = 9/34, θ1 < θ < θ2) に対応す
る. A = (410) , B = (310)として, (19 5 0)および
(15 4 0) 対応粒界における構造ユニット配列がそ
れぞれ 4A + B, 3A + B と記述されるとすれば,
(34 9 0)対応方位の構造は (4A+B)+ (3A+B)を
1 周期とする長周期構造を持つと考えられる. こ
の場合, 数の少ない B ユニットに DSC 転位が導
入され,それらは出来るだけ離れて配置される.こ
のとき Bユニットの間に Aユニットが 3個ない
し 4個存在するため, DSC転位は等間隔には並ば
ない. 式 (5) の帰結として, n1=1 あるいは n2 = 1
であるような傾角のときは, 粒界面上に転位は等
間隔に並ぶが, それ以外の場合は原子レベルで見
れば等間隔とはなり得ない. これは小傾角粒界の
刃状転位配列に関しても同様である. このような
数学的に厳密な解析は, 粒界や転位の原子構造を
より詳細に議論する際に有効になるものと思われ
る.ところで式 (7)の太字下線部分は

pn = pn−1 + pn+1 (8)
を満たし, 短周期構造の結合によって長周期構造
が形成されることを表現している.式 (8)は,フィ
ボナッチ数列の漸化式と同一のものであり, 対称
傾角粒界の構造にも準周期的な秩序が存在すると
予想される.我々は,式 (8)の数列 {pn}は,第 9世
代ファレイ数列 F9 に現れる分母と一致すること
を見出した [論文 9].ここで,第 n世代のファレイ
数列 Fn とは, 0 と 1 の間にある既約分数のうち,
分母が n 以下のものを昇順に並べたものである.
ファレイ数列は様々な物理現象に登場することが
知られている.ここで,分母同士・分子同士を足し
て得られる分数 (中間数) を生成する演算 ⊞ を新
たに導入する:

a/b ⊞ c/d = (a + c)/(b + d). (9)

また,同一分数の和 a/b ⊞ a/bは, 2(a/b)のように
表すことにする. 図 2 は, 各世代のファレイ数列
間の関係を表している. 第 1 世代のファレイ数列
F1 として仮想的な分数 0/1, 1/1を用意すると,式
(9)で定義した演算を隣接項に施すことにより,次
世代のファレイ数列を逐次的に得ることができ
る. このような二分木をファレイ図と呼ぶ. 特に
a/b < c/dのとき, a/b < a/b⊞c/d < c/dを満たす.
また粒界周期性との対応から,この演算において
1.非可換性 (p ⊞ q ⊞ r , q ⊞ p ⊞ r),
2. 巡回置換を許容 (p ⊞ q ⊞ r = r ⊞ p ⊞ q, 特に
p ⊞ q = q ⊞ p)
の 2 点を仮定する. さらに, ファレイ数列の隣接
項の分子・分母を並べて 2 × 2 行列をつくると
行列式が 1 になる. これは, 式 (6) において見ら



れた条件でもある. したがって, 式 (5) の参照構
造の選定基準として, ファレイ数列の隣り合う分
数に対応する対応粒界を選べばよいことが分か
る. また, 低指数粒界面に対応する分数は, ファレ
イ数列 Fn の n が小さい世代 (図 2 の上の方) に
はじめて現れることに注意する. 逆に, 任意の分
数はファレイ数列における演算 ⊞ の履歴を記憶
しており, その履歴を遡ることで, 参照構造がど
のように配列するかを特定することができる. 実
際, 任意の既約分数に対して連分数表示を行うこ
とで, その分数のファレイ数列における「親」を
特定する公式が知られている. 上記手法は他の対

図 2 第 1 世代から第 9 世代までのファレイ数
列により構成される二分木 (ファレイ図)

称傾角粒界の構造予測においても有効である. 図
3 に傾角 25. 2◦ の MgO[001], および傾角 60◦ の
YSZ[110]対称傾角粒界の HAADF-STEM像を示
す. まず前者は, 2θ = 25. 2◦ より tan θ ≃ 17/76
と近似される. 25. 2◦ は A = Σ13(510) (22. 62◦)
および B = Σ17 (410) (28.07◦)対応方位の間にあ
るので, これら 2 種類の構造ユニットで記述で
きると考えられる. 上述の手法により近似分数は
17/76 = 8(1/5 ⊞ 1/4) ⊞ 1/4によって構成され,面
指数としては (76 17 0) = 8 ((510) + (410)) + (410)
と分解する.従って,大部分は A = Σ13(510)およ
び B = Σ17 (410)構造ユニットが交互に並び, B =
Σ17 (410)が余分に加わると予測される.実際に図
3(a)の STEM像からも,破線円部のように Bユニ
ットが余分に加わる配列を確認することができる
[論文 6].一方後者において,

√
2 tan θが有理数 p/q

となるとき, (qqp) 対応粒界が存在する. ここで
2θ = 60◦ より,

√
2 tan θ =

√
2/3 ≃ 9/11と近似さ

れるため, (11 11 9)対応粒界が対応する.また,こ
の粒界は Σ9 (221) (2θ1 = 38.94◦,

√
2 tan θ1 = 1/2)

と Σ3 (111) (θ2 = 70.53◦,
√

2 tan θ2 = 1/1)に現れ
る構造ユニットで記述されると考えられる. 従っ
て, 9/11 = {3(1/1)⊞ 1/2}⊞ {4(1/1)⊞ 1/2}より,面
指数としては (11 11 9) = 4 (111) + (221) と分解
し, Σ9 (221)構造ユニットの間に Σ3 (111)構造ユ
ニットが 3 個ないし 4 個存在すると予測される
[論文 5].
この方法は他の物質・粒界に対しても適用可能

であり, 粒界に関する先行研究の解析結果につい
てもその全てを系統的に説明することが可能であ
る.本研究では,対称傾角粒界の構造と有理数の一
対一対応を用いて粒界最安定構造を系統的に解析
した.また,傾角粒界に存在する階層構造をファレ
イ数列によって記述した.これにより, Σ 値の大き
な傾角粒界であってもファレイ数列を用いること
で構造ユニットの配列を精度よく推定することが
出来る.このとき,転位間隔は原子の離散性を反映
して準周期の一部を実現する. 他の配列が観察さ

図 3 (a)傾角 25. 2◦ のMgO[001]対称傾角粒界
の HAADF-STEM像. A = Σ13(510) (22.62◦)お
よびB = Σ17 (410) (28.07◦)構造ユニットが交互
に並び,破線円部に Bユニットが余分に加わる.
(b)傾角 60◦ 立方晶ジルコニア [110]対称傾角粒
界の HAADF-STEM 像. C = Σ9 (221) (38.94◦)
構造ユニットの間に D = Σ3 (111) (70.53◦)構造
ユニットが 3個ないし 4個存在する.

れないのは, 歪場を最小化する構造ユニット配列
が実現されているためだと考えられるが, 比較的
粒界エネルギーの高い配位が参照構造として選択
される場合もある. 参照構造は粒界エネルギーだ
けでは決定することができず, 現状としては実験
および理論計算により適切に特定しなければなら
ない. 今後の研究で,参照構造の決定条件および粒
界最安定原子構造の決定に関わる根源的な理論を
構築していく必要がある.
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