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研究成果の概要（和文）：　本研究の目的は，二つの方向から見たとき全く異なる断面をもつ柱体に見える多義
柱体の仕組みを明らかにし，その汎用設計法を確立することである．
　まず与えられた２つの図形から，対応する空間曲線を求める方程式を構成し，それを一つの方向へ掃き出し，
できるだけ一様な厚みをつけることによって多義柱体を設計する方法を開発した．それを紙工作するための展開
図の製作法も開発した。
　次に多義柱体の設計法を応用して，鏡に映すとトポロジーが変わる立体，鏡に映すと向きが逆転する立体など
の計算法も開発した．そして，それらを実現する錯視立体を多数製作して錯視を確認し，多義柱体という新しい
不可能立体の理論体系を作ることができた．

研究成果の概要（英文）：   The purpose of this research is to establish a design method for 
ambiguous cylinders, whose appearances change drastically when they are reflected in a plane mirror.
 
   First, an equation system is constructed for finding the space curve that affects two given 
shapes when it is seen from two prespecified viewpoints. Next, an ambiguous cylinder is constructed 
as the surface swept by the space curve. Several heuristic methods were also constructed for 
controlling thickness of the ambiguous cylinders so that they appear to be as uniform as possible, 
and thus the cylinders are 3D printable. A method for drawing unfolded surface was also constructed.
   On the basis of these methods, we also developed new types of impossible objects, such as "
topology-disturbing objects", whose topology changes in the mirror, and "deformable objects", which 
appear to deform when viewpoint is moved. Thus, we establish a mathematical theory and a systematic 
design algorithm of "ambiguous cylinders".

研究分野： 数理工学
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様 式 Ｃ－１９，Ｆ－１９－１，Ｚ－１９，ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
本研究代表者は，これまでに，絵を理解す

るコンピュータの開発研究を通して，不可能
立体の絵とよばれるだまし絵を立体化する
方法を開発してきた．その中で，人の視覚シ
ステムは，多くの可能性の中から直角を含む
解釈を優先する傾向が非常に強いことを痛
感した．この直角優先の具体例の一つは，柱
体を見たとき，その断面は柱体の軸に垂直な
平面で切断した結果であると解釈する傾向
である．この傾向と，画像から立体を復元す
る際には奥行きに自由度があることを組み
合わせて，一つの立体であるにもかかわらず，
見る方向を変えると２種類の断面をもつ柱
体に見えてくる立体の試作に成功した．例え
ば，立体自体は円形の断面をもつ柱体に見え
るのに対して，鏡に写った像では，星型の断
面をもつ柱体に見える立体である（図１）．
このように２種類の断面形状が知覚される
現象は新しい立体錯視であり，これを申請者
は多義柱体錯視と名付けた．この新しい錯視
の発見が，本研究の背景である． 

(a) 立体とその鏡像 

(b) 一般の方向から見たところ 

図１．多義柱体「満月と星」 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は，多義柱体錯視の仕組みを
説明する数理モデルを構成して，それを応用
することである．すなわち，多義柱体錯視が
なぜ生じるかを明らかにし，この錯視をもた
らす立体が存在するための幾何学的条件を
特徴づけ，その錯視効果を最大にする立体の
設計法を確立する．さらに，それを発展させ
て，鏡に移すと一部が消える錯視立体，鏡に
移すと対象の一部が場所を移動して見える
錯視立体なども制作する．そして，それらを

目立つ標識やエンタテインメントの素材と
して応用する方法を開拓する． 
 これらの成果は，人の視覚システムにおけ
るパターン認識過程の理解を助け，コンピュ
ータによるパターン認識のための新しい手
法を提案することにも貢献するものである． 
 
３．研究の方法 
 本研究代表者が偶然見つけて「多義柱体」
と名付けた新しいタイプの不可能立体につ
いて，理論的解析，実験的観察，設計アルゴ
リズム構築の三つのアプローチで研究を進
めた． 
 理論的解析では，視覚の数理モデルを作り，
その性質を調べることによって，なぜ同一の
立体が見る方向を変えると二つの別の形に
見えるかを説明する理論を作った．これには，
従来から用いている研究代表者の視覚モデ
ルに心理学的知見を加えて改良しそれを利
用するという方法をとった． 
 実験的観察では，多義柱体の実例を紙工作
あるいは 3D プリントによって作り，それを
被験者に見せて．錯視の強さを測った．これ
により，立体例によって錯視の強さが大きく
異なることがわかったが，これは設計計算の
段階では予測できないことであった．この結
果を理論的解析へフィードバックして，錯視
の強さの違いがなぜ生じるのかについても
解析した． 
 設計アルゴリズム構築では，二つの図形が
与えられたとき，多義柱体ができるか否かを
判定し，できる場合はそれを厚み０の柱体と
して構成し，最後にできるだけ均一な厚みを
つけるという一連のアルゴリズムを作って，
それをソフトウェアに実装した．特に厚みを
つける方法では，二つの見え方の両方に同一
の均一厚みをつけることは理論的に不可能
なので，次善の策として，いくつかのヒュー
リスティックな方法をメニューとして用意
し，図形に応じて適切なものを選択できるよ
うにするという方針をとった． 
 
４．研究成果 
 2015年度は，この錯視の数理的性質につい
て調べた．まず，同一平面上の二つの図形 A, 
B が与えられたとき，視点 P から見たとき A
に一致し，視点 Qから見たとき Bに一致する
空間曲線が存在するための必要十分条件を
明らかにした．そして，この空間曲線に沿っ
て端点が移動するように一つの線分を方向
を変えないで動かしたとき掃き出す曲面と
して多義柱体を作る方法を開発した．この方
法に基づいていくつかの立体を試作し錯視
効果を確認することができた（雑誌論文⑥）．
この立体は二つの方向から見た姿が激変す
るので，そのことをわかりやすく表すために
「変身立体」という名称も使うことにした
（図２）． 
 



(a) 立体とその鏡像 

(b) 一般の方向から見たところ 
図２．変身する「ガレージ屋根」 

 
この立体錯視を効果的に体験するための

一つの方法は，鏡を用いて，二つの方向から
の姿を一つの視点で同時に見比べる方法で
ある．このとき，柱体の反対側の端を見比べ
る呈示法と，同じ側の端を見比べる呈示法が
あるが，一般に後者の呈示法の方が，錯視が
より効果的に起こることがわかった．これは，
視点が有限の距離にあっても柱体が明確に 

(a) 立体とその鏡像 

(b) 一般の方向から見たところ 
図３．変身立体「６本の円管と８本の正方形
管」 
 

定義できること，および，この柱体を，軸を
垂直に向けて立てると，通常の天井からの照 
明によって端の形状が明るく照らされて見
やすくなることによる（図３）． 

さらに，図形 A, Bの組み合わせによって，
錯視の安定性が大きく異なることもわかっ
た．すなわち，視点を厳密に正しい位置に固
定しないと錯視の生じないものから，おおよ
その位置から見て錯視が生じ，さらに両目で
見てもまた目の位置を動かしても錯視が起
こり続けるものまで広く分布する．この安定
性は，A と B が近いほど，また二つの視線方
向が直交に近いほど大きいこともわかった． 
 2016 年度は，2015 年度に構成した多義柱
体設計アルゴリズムの出力から，立体を展開
図に変換して紙工作で作るための方法を開
発した．この場合には，形状を固定するため
に柱体の断面形状も与えなければならない．
そして，錯視効果を高めるためには，この断
面がどちらの視点からも見えないように隠
さなければならない．これらの制約を追加し
た場合に立体が存在するための条件を明ら
かにし，その展開図描画法をソフトウェアと
して実装した（図４）． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

(a) 立体とその鏡像 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

(b) 一般の方向から見たところ 
図４．紙製の変身立体 
 



 多義柱体設計アルゴリズムの出力は柱状
の曲面であるが，これに厚みを加えて 3D プ
リンターを用いて合成樹脂で作る方法も開
発した．ただし，曲面を少し縮小して柱体の
内側の面にするという単純な厚みの与え方
では，錯視効果が減るため，錯視効果が残る
ように厚みと端の切り口の角度を場所ごと
に制御する方法を開発した． 
 さらに，多義柱体を人が知覚するときの心
理学的側面についても調べた．設計した柱体
が本当に望み通りの錯視効果をもたらすか
どうかを実験的に調べた結果，片方の目をつ
むった状況ではほぼ確実に望み通りの知覚
が生じることがわかった．これは，脳が奥行
き情報のない場面では，柱体の端の曲線を軸
に垂直な平面で切断してできた切り口と解
釈することによって生じるものであると理
解できる．一方，両方の目で見たときには必
ずしも望みの形が知覚されるとは限らない
こともわかった． 
 初年度に発見した安定性の非常に高い多
義柱体がなぜ生まれるかについても考察し
た．その結果，知覚してほしい二つの図形の
近さが大きく影響することがわかった．特に，
距離は大きい場合にこれが顕著であること
がわかった（学会発表②）． 
 2017年度は，まず多義柱体にできるだけ均
一な厚みをつける方法を開発した．柱体側面
の厚みは，二つの方向それぞれから見たとき
場所によらず一定で，かつ二つの方向から見
た厚みも同じに見えることが理想的である
が，一般にそのような厚みは存在しない．そ
こで，次善の策として，それぞれの方向から
見たときの厚みを一定にする方法，一方向か
ら見たとき見えない部分に切り込みを入れ
て見かけの上で二方向の厚みを一定にする
方法，角の鋭さを犠牲にして二つの方向から
見た厚みを一定にする方法，柱体の形に応じ
て厚みを内側と外側につける比率を変える
方法の４つの発見的方法を開発し，柱体の形
に応じてその中から最も適切なものを選択
できるようにした．これによって，多義柱体
の美しさが格段に向上した（雑誌論文①）（図
５）． 
 柱体と２次元図形を混在させることによ
る新しいタイプの多義柱体の設計法も発見
した．シュレーダーの階段図形に代表される
古くから知られた２次元多義図形に３次元
的装飾を施し，斜めの二つの方向から見るこ
とによって新しい視覚効果が得られ，この原
理に基づいて多くの錯視立体も試作できた
（図６）． 
 曲面を含む多義図形を紙工作で作るため
の展開図の計算法も開発した．これにより，
3D プリンターが使えない場面でも，多義柱体
を自作し，それを直接見て錯視を体験できる 
ようになった（図７）． 
 以上の諸成果を，視覚の仕組みを考える知
育教材として．いくつかの出版社と協力して
商品化することもできた（図書①，②，③）． 

(a) 立体とその鏡像 

(b) 一般の方向から見たところ 
図５．厚みを制御した変身立体「水面と草原」 
 

(a) 立体とその鏡像 

(b) 一般の方向から見たところ 
図６．高さの反転する変身立体「燭台」 
 
さらに科学館，技術館などでの「見る仕組

み」を題材とした特別展示イベントにおいて
研究成果としての変身立体を展示して一般
の方に見てもらう機会もたくさんもてた．そ
の中には，日本科学未来館，三菱みなとみら
い技術館，明治大学博物館，池田記念美術 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) 立体とその鏡像 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(b) 一般の方向から見たところ 
図７．紙製の曲面を含む変身立体「分離円柱

と交差円柱」 
 
館，そごう美術館，みくに龍翔館，渋谷区子
ども科学センター，浜松科学館，名古屋市科
学館，多摩六都科学館，郡山市ふれあい科学
館，川口市立科学館，熊本県立美術館，防府
市青少年科学館などが含まれる．これらの機
会によって，見ることの危うさと数理科学の
有用さを一般の方にもアピールできた． 
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