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研究成果の概要（和文）：本研究では，多層性を持つネットワーク（マルチプレックスネットワーク）上におけ
る反応拡散過程を扱った．特に，系の一様状態の不安定化とそれに伴って形成される自己組織化的パターンの性
質を解析するための手法を考案し，同手法を用いた動的過程の解析を通して，マルチプレックスネットワーク上
におけるパターン形成ダイナミクスの普遍的な性質の探求・解明に取り組んだ．研究期間中，マルチプレックス
ネットワーク上における一様状態の線形安定性を近似評価する手法の構築，ラプラス固有ベクトルが持つ局在性
に関する理論解析などを行なった．

研究成果の概要（英文）：In this project, diffusion-induced instability and pattern formation 
dynamics in reaction-diffusion systems on multiplex networks have been studied. During the project 
period, an analytical method evaluating linear stability of the uniform state in multiplex networks 
has been developed. A theoretical framework accounting for the localization of the Laplacian 
eigenvectors on random networks has been proposed.

研究分野：非線形物理学
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１．研究開始当初の背景 
 
	 近年，ネットワーク上における動的過程の
研究が精力的に行われている．特に，複数の
反応因子がネットワーク上を移動する過程
は，交通網を介した感染症の蔓延、生物種が
生息域で織りなす補食・被補食ダイナミクス，
細胞網における化学反応などを記述する手
段として様々な分野で重宝されている
[Othmer 1971, Vespignani 2008, Nakao 
2010]．研究代表者はこれまでに，生態系の
文脈においてネットワーク上における振動
性不安定化の解析[S. Hata, H. Nakao and A. 
S. Mikhailov, Sci. Reps. (2014)]，および，ネ
ットワーク上における移流輸送を記述する
ための方程式の定式化を行った[S. Hata, H. 
Nakao and A. S. Mikhailov, Phys. Rev. E 
(2014)]．  
	 さて，実世界には，ある種の多層性を持つ
ネットワークが広く存在する．すなわち，異
なる結合トポロジーを持つ複数のネットワ
ークが同一のノードを共有する系である（図
１）．例えば交通網を想像していただければ
良い．航空網と鉄道網はどちらも都市（ノー
ド）を結ぶネットワークであるが，異なる経
路（結合トポロジー）を持つ．また生態系に
おいては複数の生物種が同一の生息域（ノー
ド）に共存するが，生息域間の移動経路（結
合トポロジー）は生物種によって異なる．マ
ルチプレックス性と呼ばれるこの性質は，上
述の通り交通網のような人工的なネットワ
ークや，生態系の“経路”が構成するネット
ワークにおいて広く見られる．このため，そ
の上における動的過程の解明は実世界のマ
ルチプレックス系を理解する上で重要であ
る[Lee 2012]．しかしながら，マルチプレッ
クス系に適用可能な解析理論は少なく，数値
実験が主な研究手段となっている。 

図１：マルチプレックスネットワークの例	
 
 
２．研究の目的 
 
	 本計画の目的は，マルチプレックスネッ
トワーク上の動的過程に適用可能な解析理
論の構築である．マルチプレックスネット
ワーク上の動的過程に対しては，しばしば，
従来の（つまり単層の）ネットワークに関

する研究において重宝されてきた解析理論
を適用することができない．そこで本計画
では，マルチプレックス系に適用可能な解
析手法の構築を目的とした．また，構築し
た手法を用いた解析を通して，マルチプレッ
クスネットワーク上における動的過程，特に，
反応因子の移動に誘起される系の不安定化，
およびそれに伴うパターン形成ダイナミク
スに関する，新たな知見の獲得を目的とした． 
 
 
３．研究の方法 
	
	 本研究では，複数の反応因子がマルチプレ
ックスネットワーク上を移動する系を考え
る．特に，それぞれの反応因子が異なる層の
ネットワーク上を移動し，共有されるノード
において反応する状況を数理モデル化する．
本研究では，この数理モデルの理論解析を通
して，マルチプレックスネットワーク上にお
ける動的過程を解析するための手法を構築
する．また，上式の数値実験を計算機上で行
い，構築した理論の検証を行う．以下に具体
的な研究のテーマを記す． 
 
(1) マルチプレックスネットワーク上におい
て系の安定性を評価する手法を構築する．反
応因子が媒質上を移動することで，系の一様
状態が不安定化を起こすことが知られてい
る．因子の反応・移動の様式によって，様々
な種類の不安定化が起こり得るが，単層ネッ
トワークにおいては，これまでに，Turing
不安定化[Nakao 2010, Hata 2014, Asllani 
2014]や Benjamin-Fair 不安定化 [Nakao 
2009]といった，拡散誘起不安定化が起こる
ことが報告されている．Turing型の不安定化
はマルチプレックスネットワーク上でも起
こり得ることが，数値実験を通して確認でき
る． 
	 単層ネットワークにおいて，これらの安定
性を評価する手法として，線形安定性解析が
重宝される．しかしながら，マルチプレック
スネットワーク上の動的過程に対しては，従
来の線形安定性解析を適用することができ
ない．そこで本テーマでは，マルチプレック
スネットワーク上の動的過程に対して適用
できる安定性解析の方法を構築する．また，
構築した理論を典型的なマルチプレックス
系に適用することで，不安定化がおこるため
の条件の同定を行う．さらに，数値実験を通
して，同定した条件の妥当性を検証する． 
 
(2) 一様状態が不安定になることで，系の状
態は不均一になる．例えば色素が不均一に分
布すると色の濃い場所と薄い場所ができ，結
果的に媒質には模様が生じる．この模様をパ
ターンと呼ぶ．本テーマでは(a)で同定した不
安定化に伴いマルチプレックスネットワー
ク上に形成されるパターンが持つ性質を調
べる． 



	 前述のとおり，マルチプレックスネットワ
ーク上で確認できる Turing不安定化は，単
層ネットワークでも起こり得る．この意味に
おいてこれはマルチプレックスネットワー
ク特有の性質が引き起こすものではないと
考えられる．本研究では，特に，（単層ネッ
トワーク上では起こらない）マルチプレック
スネットワーク特有の不安定化・パターン形
成過程の発見を目指す． 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 近似的な線形安定性解析を通した不安

定化条件の同定 
	 前述の通り，マルチプレックスネットワー
ク上の動的過程に対しては，従来の線形安定
性解析を適用することができない．これは，
各層における因子の移動を記述する行列が，
それぞれ異なる固有ベクトルを持つことに
起因する． 
	 そこで研究代表者は，これらの行列が同一
の固有ベクトルを持つように系を近似し，こ
の近似系において線形安定性解析を行う手
法を考案した．また，この近似的な線形安定
性解析により導かれる不安定化の条件が，数
値実験の結果とよく一致することから，手法
の有効性・近似の妥当性を確認した（発表論
文[3], Figure 3）．さらに，解析結果から，マ
ルチプレックス系において Turing 型の不安
定化が起こるための条件には，各反応因子の
移動速度，および，共有されるノードが各層
においてもつリンクの数が大きく寄与する
ことを明らかにした． 
	 上記の安定性解析法は摂動の最低次にお
いて，単層ネットワークにおける安定性評価
手 法 で あ る single-differentiated-node	
(SDN) method [Wolfrum 2013] に等しくな
る．この意味において，本手法は  SDN 
method の数学的な裏付けを与えるもので
あると言える．また，高次の摂動を取り入れ
ることにより，評価の精度を高めることがで
きる点から，本手法は SDN method の一般
化の一つであると言える．	
	
(2) ラプラス固有ベクトルが持つ局在性の	

理論的説明	
	 Turing型の不安定化が起こった直後，系に
は，ラプラス行列の固有ベクトルで記述され
るパターンが生じる．よって，ラプラス固有
ベクトルの解析を通して，系に現れるパター
ンが持つ性質を理解することができると考
えられる．ランダムネットワークのラプラス
固有ベクトルが持つ性質の一つとして，固有
ベクトルがネットワーク内の一部のノード
でのみ大きな値を持つこと（局在性）が数値
的に報告されている [Nakao 2010]．しかし
ながら，ラプラス固有ベクトルは，必ずしも
全てのネットワークで局在性を持つわけで
はない．例えば，単純格子においては局在性

を持たない．このため，どのような種類のネ
ットワークにおいてラプラス固有ベクトル
が局在性を持つか明らかではない．また，ラ
プラス固有ベクトルは一般に解析的に計算
することができないことから，局在性に関す
る理論的な裏付けは，これまでに報告されて
いない． 
	 そこで研究代表者は，摂動理論に基づいて，
ラプラス固有ベクトルの近似評価を行った．
結果，近似計算の結果が，実際の（数値計算
により得られる）固有ベクトルを良く記述で
きることを確認した（発表論文[1], Figure 3）．
また，この近似手法に基づいた解析を通して，
ラプラス固有ベクトルの局在性は，ネットワ
ークを構成するノードが持つリンクの数の
不均一性に大きく起因することを明らかに
した． 
	 また，同様の手法を，移流により因子が輸
送されるネットワークに適用することで，各
ノードにおける移流強度が不均一な場合に，
移流行列の固有ベクトルに局在性が生じる
ことを明らかにした（発表論文[2], Figure 2）．	
	
(3) マルチプレックスネットワークに特有

のパターン形成の発見	
	 過去に報告されたネットワーク上に形成
されるパターンは，Turing patternに代表さ
れるように，そのほとんどが大域的である．
すなわち，ネットワーク全体にパターンが生
じる．研究代表者は数値実験を通して，ある
種のマルチプレックスネットワーク上にお
いて局所的なパターンが生じ得ることを発
見した．このパターンはこれまでに研究され
てきた単層ネットワーク上では形成され得
ない，マルチプレックスネットワーク特有の
ものである． 
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