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研究成果の概要（和文）：数値天気予報や気候変動予測に用いられる大気大循環モデルでは，大気大循環を支配
する偏微分方程式系は球面上で離散化される。本研究では，球面上で多数の点を準一様に分布させることが容易
な球面螺旋を用いた数値手法を開発した。球面螺旋節点は北極から南極までを1本の曲線で結び，節点と螺旋の
巻きとの間隔を等しく取ることにより得られる。球面螺旋節点は，最小エネルギー節点や正二十面体を再分割し
最適化した節点などと比較して，一様性が高いことが分かった。また，節点からの距離のみに依存する動径基底
函数による展開を用いた浅水波モデルを構築し標準実験で検証したところ，球面螺旋節点の有用性が明らかにな
った。

研究成果の概要（英文）：In the atmospheric general circulation models, the governing partial 
differential equations are discretized on the sphere. In this study, a novel numerical method is 
developed using a spherical helix that allows to distribute many points evenly on the sphere. 
Spherical helix nodes are obtained by connecting the Poles with a single curve and by equating the 
interval and pitch. Spherical helix nodes are found to achieve more uniform distribution than 
minimum energy or icosahedral nodes. In addition, a shallow water model using the radial basis 
functions are constructed and evaluated with the standard test cases to reveal advantages of 
spherical helix nodes.

研究分野：気象学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
球面上の偏微分方程式系は，気象学のみならず，地球物理学の諸分野，天文学，電磁気学など球を扱う様々な理
工学の問題に現れる。極問題などトポロジーが球面であることに起因する様々な困難は分野をまたいで共通の課
題である。そのため，球面螺旋節点の有用性を示した本研究の成果は大気大循環モデルへの応用だけでなく，理
工学の様々な分野での応用が期待される。また，本研究の特徴のもう一つの特徴である動径基底函数による離散
化についても，様々な幾何形状の問題に対して柔軟に適用でき，高次精度を得ることが可能であるため，様々な
問題への応用が期待される。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 球面上に多数の点を準一様に配置するという問題は， 21世紀の未解決な数学の問題のひとつ
である。この問題は，化学においてはフラーレンに代表される分子構造，物理学においては点電
荷の配置（J. J. Thomsonの問題），計算科学では球面上の積分や計算複雑性理論，植物学では
花粉の小孔の配置（Tammesの問題）やウィルス形態学，結晶学などにも現れる。測地学では，
格子の数を数えて面積を求める簡便な方法がある。精度よく面積を求めるには，格子配置が準一
様である必要がある。地球電磁気学のマントル対流モデルや気象学における全球大気シミュレ
ーションコードのような球殻中や球面上の流体計算にも準一様な格子が望ましい。 
 
２．研究の目的 
 球面上の偏微分方程式の数値解法は，理工学の様々な分野に必要である。球面螺旋節点は，球
面上の数値解法に望ましいとされる準一様節点のひとつである。球面螺旋節点では，北極と南極
とを結ぶ一本の螺旋の上に格子を配置する。球面螺旋節点には，イ）生成が簡単で，ロ）一様性
が高く，ハ）節点数を自由にとれるという特長がある。これらの特長は，既存の節点生成法が節
点数の増大とともに直面する問題の解決に寄与することが期待される。本研究では，球面螺旋節
点の特長を生かした全球大気シミュレーションコードを開発・検証し，高速・高精度な球面上の
数値解法を確立することを目的とする。 
 
３．研究の方法 
(1) 準一様節点 
 最小エネルギー節点（ME, 図 1a）は，球面に電荷を配置し，ポテンシャルエネルギーが最小
となる配置を反復法で求める。本研究では，Wright (2016)が公開している節点データ sphrepts
を用いた。 
 正二十面体節点（図 1b）は，NICAMの格子点 (NI, Iga 2015)の提供を受け，標準的に用いら
れている格子点を採用した。 
 球面螺旋節点（SH, 図 1c）は，Bauer (2000)に基づき，節点をほぼ一様に配置するように螺
旋上の節点の間隔と螺旋の巻きと巻きとの間隔が等しくなるように生成した。 
 

図 1 準一様節点。a) 最小エネルギー節点，b) NICAM の正二十面体節点，c) 球面螺
旋節点。節点数は 642 

 
(2) 動径基底函数 
 動径基底函数（RBF）は，節点からの距離のみに依存する函数である。RBFによる函数の展
開は RBFを要素とする内挿行列と係数ベクトルとの積で表すことができる。係数ベクトルは節
点において与えられたデータと値が一致する選点法の条件を課し，線型方程式を解くことによ
り得られる。 
 
(2) 浅水波モデル 
 極におけるベクトルの特異性を避けるため，Flyer and Wright (2009)に従いデカルト座標系
での浅水波方程式を解く。微分演算子は内挿行列から求めることができ，時間積分に先立ってあ
らかじめ計算しておく。 
 
(3) 標準実験による検証 
 Williamson et al. (1992) の標準実験を行い，精度検証を行う。 
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４．研究成果 
(1) 一様性 
 理想的な一様性からのずれを計算したところ，ME はところどころ誤差が大きい領域が見られ
た。これは「傷」と呼ばれている。ポテンシャルエネルギーの最小化は反復計算により行われる
が，最小値ではなく局所極小解が得られている可能性がある。NI は正二十面体の面や辺では誤
差が小さいが，12点ある頂点付近で誤差が大きいことが分かった。SHは 3種類の中で誤差がも
っとも小さい。誤差が大きいのは，極付近に限られている。極付近では，螺旋の曲率が大きく，
隣接する節点が正方形から大きく歪むためであると考えられる。 
 
(2) 浅水波標準実験 
 Williamson et al. (1992) の標準実験で精度検
証を行った。Case 2 と 3はそれぞれ剛体回転及び理
想化された中緯度偏西風に対する安定性を調べる。
Case 5, 6, 7 では，それぞれ孤立峰を越える東西
風，Rossby–Haurwitz 波，500 hPa 解析場からの予報
で検証する。節点数は NIの制約により 2562 を用い
た。時間刻み幅Δ は case 2, 3, 5 で 24 分，6及び
7で 15分である。case 5, 6, 7 には数値粘性を用
いた。 
 誤差の時間発展の一例を図 2 に示す。Case 2 で
は，SHの誤差が積分期間のほとんどで最も小さく，
振動も少ない。これに対し，NI や ME は誤差が数倍
大きく，時間とともに変動している。振動の原因は
明らかではないが，節点の非一様性の分布と関係し
ている可能性がある。 
 標準実験の結果を表 1にまとめる。2と 7で SH が
3, 5, 6 で NI が最も精度がよかった。5, 6, 7 の精
度の差はわずかであり，現実的流れでは，節点分布
の影響は誤差にほとんど反映されていない。 
 

case 2 3 5 6 7 
ME 5.39e–9 1.62e–8 7.89e–4 6.81e–3 5.54e–3 
NI 2.15e–9 3.35e–9 7.67e–4 6.05e–3 4.44e–3 
SH 7.91e–10 6.79e–9 7.82e–4 8.01e–3 4.04e–3 

表 1 標準実験により得られたℓ ノルム（平均二乗誤差平方根）で表した高度の相対誤差。
節点数 2562 

 
 浅水波実験の結果から，SH は ME や NI に遜色がなく，テストの種類によっては最も精度が良
いことが分かった。MEや NI は節点を求めるために反復計算を必要とする。NIは節点の数に制約
がある。他方 SH は簡単に一様性の高い節点が得られる上，節点数が柔軟であり，高い精度が得
られることから，大気大循環モデルに用いる節点として有望であると考えられる。 
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