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研究成果の概要（和文）：２次元格子模型の可解性を保証するヤン・バクスター方程式の３次元版類似である四
面体方程式を表現論的な観点から調べ、一般化量子群という新しい対称性とその表現を得た。また、量子群の表
現論からの視点と四面体方程式の解の具体的な表示を確率論における可積分マルコフ過程の研究に応用し、新し
い可積分マルコフ過程をいくつか構成してその定常状態の行列積表示を求めた。

研究成果の概要（英文）：Tetrahedron equation, a 3-dimensional analogue of the Yang-Baxter equation 
that guarantees the integrability of a 2-dimensional lattice model, was investigated from 
representation theoretical aspect and a new symmetry which we call generalized quantum group and its
 representation was obtained. Applying the representation theory of quantum groups and explicit 
expressions of the solution of the tetrahedron equation to integrable Markov processes in 
probability theory, we also constructed several new integrable Markov processes and the matrix 
product formula of their stationary state.

研究分野： 数学

キーワード： 可積分系　ヤン・バクスター方程式　量子群

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
一般化量子群という新しい対称性を〝よい″表現とともに見つけ出した意義は大きい。これらの表現は今までに
知られていた通常の量子展開環のよい表現と同様に、フュージョン構成法により高い次数の表現を構成すること
ができたり、結晶基底が存在することが予想されるからである。この研究課題の補助期間は終わったが、ここで
得られた一般化量子群の表現論の研究は今後も続け、一つの理論としてまとめ上げたいと考えている。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
２次元の統計力学における格子模型の可解性を保証するものとして、ヤン・バクスター方程

式があるが、その３次元版類似として Zamolodchikov の四面体方程式といわれるものがある。

ヤン・バクスター方程式の解の組織的な構成を動機として量子群が生まれたように、四面体方

程式の表現論的な研究は量子群の研究に新たな視点を与え、さらなる発展を促すと考えられる。

実際、研究代表者は東京大学の国場敦夫とともに、四面体方程式の解がリー群 に付随する

量子座標環（通常の座標環の q 変形）の表現の３つのテンソル積の intertwiner であるという

Kapranov-Voevodsky の２０年前の研究を踏まえ、リー群 に付随する量子座標環の

intertwiner として３次元反射方程式(Isaev と Kulish が提唱した２次元反射方程式の３次元

版)の最初の解を見つけた。また、神戸大学の山田泰彦も研究に加わり、これらの数理物理学的

動機から得られる四面体方程式や３次元反射方程式の解が、有限次元リー環に付随する量子展

開環のべき零部分環の相異なる Poincaré-Birkoff-Witt 基底間の変換行列になっているという

事実を見出した。さらには、四面体方程式の解を境界ベクトルで簡約することによって、通常

のカッツ・ムーディー・リー環に付随する量子展開環には収まらない一般化された量子群が現

れることが見い出された。これらの事実は、四面体方程式の研究が量子群の表現論の研究に新

しい視点をもたらすことを示唆していた。 
 
２．研究の目的 
本研究では、前述の背景を踏まえ、３年間の研究期間で次の発展的な問題の解決を目指した。 

 

１． 四面体方程式の解を境界ベクトルで簡約することにより、ヤン・バクスター方程式の解

を得ることができる(3D-2D 対応)。この手法で実際に対応する量子アフィン代数の表現を調べ

てみることにより、q-振動子表現という新しい表現を見出した。この手法を四面体方程式の別

の解にも適用して、一般化された量子群の表現を新たに見出す。 

 

 ２．四面体方程式の解には量子ダイログ関数の積分核をもち関数空間に働く作用素もある。

この解を、前述の 3D-2D 対応によりヤン・バクスター方程式の解へもっていくと、過去に調べ

られた巡回型Ｒ行列になるという予想がある。これについて詳しく調べ、さらに付随して存在

するはずのアフィン量子群の q が１のべき根のときの巡回表現についても調べる。 

 

 ３．knot の不変量として有名な Jones 多項式があるが、これは１次元多様体の３次元への埋

め込みの位相不変量である。一方、２次元多様体の４次元への埋め込みについての不変量はま

だ全く調べられていないのが現状である。四面体方程式はヤン・バクスター方程式が knot の

不変量において果たした役割を後者の不変量の場合に果たすものと考えられる。この可能性に

ついて検討する。 

 
 今までの研究代表者らの研究からも推察されるように、１、２の研究が結実すれば量子群の
表現論へのインパクトは大きいと予想される。また、３も大変チャレンジングな課題である。 
 
３．研究の方法 
まず課題１に取り組む。この研究に現れるＬ作用素やＲ行列は既にわかっており、最も取り

組みやすいからである。国場やその大学院生がそれらのデータを取り入れた数式処理プログラ

ムをもっているので、その実験結果を吟味しつつ、ＬとＲが混じった場合の一般化量子群の生

成元の作用、関係式等の予想を立て、表現を特定する。証明は国場・尾角が担当する。 



 

 課題２については、国場およびキャンベラ大学の研究協力者 Sergeev と行っている共同研究

を継続する。集中した議論が必要になれば Sergeev を日本に招聘する。modular double や量

子ダイログ関数の表現論への応用については京都大学の Ip が詳しいので、緊密な研究交流を図

る。 

 

課題３は、もともと研究代表者の所属機関である大阪市立大学のトポロジー専門の教員との

懇談中に出た話題であることもあり、まずは大学内でのいろんな機会における議論を繰り返し

たい。その中からより具体的な課題が浮かび上がってくることを期待する。 

 

課題１では計算機による数式処理実験が必要であるが、そのプログラムを山田とも協力して

作成する。一般にこのような組合せ論的な計算機実験には膨大な時間がかかる。数式処理ソフ

トウェアを必要となればバージョンアップしたりして、計算機環境の充実を図る。代数学や表

現論、組合せ論関係の図書を購入することによって更なる研究環境の充実を図る。 
 
４．研究成果 

平成 27 年度は、研究協力者の国場敦夫や Sergeev とともに、四面体方程式から２次元簡約

によって得られるヤン・バクスター方程式の解について調べた。まず解の対称性に付随して現

れる一般化された量子群について研究し、２次元簡約の際に量子空間に L 行列と R 行列が混じ

る場合について生じる量子群のシュバレー生成元による関係式について詳しく調べ、セール関

係式も込めて書き下すことに成功した。また、富山大学の山根宏之の協力も得て量子超リー代

数との関係も見い出した[雑誌論文⑭]。その後、確率論における可積分な連続時間マルコフ過

程と本研究の課題である四面体方程式や量子群との関連が少しずつ明らかになってきたので、

国場とともに研究の重点をこちらの方にシフトさせた。この分野では 1 次元周期格子上の完全

非対称排他過程(TASEP)とよばれる確率過程に興味がもたれているが、その多状態版の定常状

態を構成する Ferrari-Martin アルゴリズムがアフィンＡ型量子群のＲ行列の q=0 極限と同定

できることを示し、四面体方程式の 2 次元簡約から得られるＲ行列の表示を応用して多状態

TASEP の定常状態の行列積表示を求めた[雑誌論文⑪、⑫]。 

平成 28 年度はまず、1 次元周期格子上の完全非対称ゼロレンジ過程（TAZRP）とよばれる

マルコフ過程の多種（multi-species）版を考察し、四面体方程式の解や A 型量子アフィン代数

の対称テンソル表現に付随した組合せ論的 R 行列を用いて定常状態を記述した。また、その非

斉次な一般化も考察した[雑誌論文⑧、⑨、⑩]。次に、上記の多種 TAZRP や今までに知られて

いた多くの 1 次元可積分マルコフ過程を含むような確率過程を、A 型量子アフィン代数の表現

論を駆使して構成した。その際にもとになるビルディングブロックは、従来から知られていた

対称テンソル表現の量子 R 行列を、ヤン・バクスター方程式を保存するように変形したもので

あることを発見した。この R 行列は、行列要素が０以上であり各列の和が１であるという確率

条件を満たすので、確率論的 R 行列とよぶことにした[雑誌論文⑥]。年度後半はこのマルコフ

過程の研究をさらに推し進め、定常状態を q 振動子代数の元の無限積のフォック空間における

トレースとして表示した。ここでは可積分系研究に由来するザモロドチコフ・ファデーフ代数

が効果的に活用される[雑誌論文④、⑤]。 

平成 29 年度は主に二つの研究を行った。一つ目は、国場、Sergeev と２０１５年に行った

研究を発展させたものである。そこでは四面体方程式の解の簡約の研究から、我々が一般化量



子群と呼んだホップ代数の表現を得たのであるが、ソウル国立大学の Kwon とともに、A 型の

場合にこの表現をもとにしてフュージョン構成法によって新しい表現を構成した。この表現は

代数から定まるある条件を満たす２つの正整数の組によってパラメトライズされる。また 

Benkart-Kang-柏原による A 型量子スーパー代数の表現の結晶基底の構成を参考にして、我々

の場合にも結晶基底の存在を示した。二つ目は研究目的からはやや外れた話題ではあるが、研

究代表者が長年取り組んできた量子アフィン代数の表現論の組合せ論的側面に関する研究であ

る。すべてのアフィンリー環に付随して X=M 予想という予想があり、これは 

Kirillov-Reshetikhin 結晶のテンソル積内の最高ウェイト元（パス）と艤装配位という組合せ

論的対象の間のウェイトおよび統計量を保存する全単射の存在を示唆している。このような全

単射の存在は、A 型や D 型においてはそれぞれ Kirillov-Schilling-Shimozono (2002 年), 尾角

-坂本-Schilling-Scrimshaw (2017 年)によって証明されていたが、今回すべての非例外型アフ

ィンリー環に対して証明することに成功した。鍵となったのは尾角-Schilling-Shimozono によ

って２００３年に導入された virtual crystal という手法である[雑誌論文②]。 

本研究の元々の補助事業期間は平成 29 年度までであったが、A 型一般化量子群の表現論の

研究に遅れが生じたため、1 年間の延長を申し出て承認された。29 年度は四面体方程式と量子

群に関連して主に二つの研究を行った。一つ目は、研究協力者 Kwon との前年度からの研究

の続きである。Ａ型一般化量子群の表現のフュージョン構成、結晶基底の存在、その組合せ論

的構造の解明については春のうちに論文にまとめることができた[プレプリント②]。さらに 

Kwon とは、量子アフィン代数における q-振動子表現の結晶基底の存在について検討を開始

している。二つ目は 3 次元反射方程式と関連させた 2 次元反射方程式の研究である。3 次元反

射方程式には四面体方程式の解が現れる。一般に反射方程式とは、量子可積分系において境界

がある系の可積分条件を与える方程式である。研究協力者の国場と Pasquier による研究によ

って、3 次元反射方程式の 2 次元簡約から 2 次元反射方程式の解が得られることが分かってい

た。この解を量子アフィン代数の表現論から特徴づけようと、国場とともに年度後半に研究を

開始した。その結果、それらの解は量子アフィン代数の適当な部分代数で、余積に関して余イ

デアル条件を満たすものの intertwiner として特徴づけられることがわかった[プレプリント

①]。この研究は大きく一般化させることができると期待され、今後も鋭意研究に取り組んでい

く。 

補助事業期間を通しては、当初の研究目的の課題２，３については、ほとんど進展させるこ

とができなかったが、確率論における可積分なマルコフ過程と本研究課題の関連が明らかとな

り、この分野で一定の貢献を果たせたのは予期せぬ収穫であった。この研究課題で見出した一

般化量子群や反射方程式の解については、まだ調べるべきことが多く残されているので、関連

する話題の研究を今後も続けていく。 
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