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研究成果の概要（和文）：接触構造を用いた視覚機能に関する幾何学理論を発展させた．特に高次化したグルサ
系制御の基礎理論を確立し，モデルに反映させる研究を行った．また，サブリーマン幾何に関わる写像の特異点
論に関して，本研究課題で派生しフィードバックされたルジャンドル特異点，異常測地線，零測地線，エンゲル
構造，G_2構造, (2, 3, 5)分布の問題について研究を行った．研究課題の研究によって得られた知見を含む結果
として国際的学術雑誌に論文を発表し国際研究集会で成果発表を行っている．

研究成果の概要（英文）：We have developed the geometric vision theory by contact structures. In 
particular the basic theory on Goursat controls of higher degree is established and is applied to 
models. Moreover, related to singularity theory of mappings on sub-Riemannian geometry, we have 
investigated the problems, as a feedback of the research project, on Legendre singularities, 
abnormal geodesics, null geodesics, Engel structures,  
G_2 structures and on (2,3,5)-distributions. As consequences of results obtained by the research 
project, we published articles in international academic journals and gave lectures on them in 
international conferences. 

研究分野： 微分式系の特異点論

キーワード： グルサ系　接触構造　エンゲル構造　G_2 構造　ルジャンドル特異点　(2,3,5)-分布　異常測地線　零
測地線
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１．研究開始当初の背景 
研究の背景—-視覚理論: 
視覚理論，とくに脳の視覚野 V1 等の機能解
明のモデルとして，平面接触要素の作る 3 次
元接触多様体上の接触構造および，その上
のサブリーマン変分問題が提唱されている.
この理論は，D. Mumford による “エラステ
ィカ”の理論 (1992) を精密化した視覚モデ
ル理論である.  エラスティカの理論では， 
∫(ακ^2 + β)ds 型のエネルギー(κ は平面曲
線の曲率 )の最小化問題として，視覚境界を
捉えていたが，そのような平面曲線の変分問
題を，その Legendre 持ち上げに関する変分
問題として考える「かざぐるま (pinwheel) 
理論」である.なお，離散モデルであるかざ
ぐるま・フレームレット理論が新井仁之等
によって提唱され錯視等に応用されている
(H. Arai, S. Arai, Framelet analysis of some 
geometrical illusions, Japan J. Indust. 
Appl. Math., 27 23–46).  
研究の背景—-サブリーマン幾何: 
制御理論では，状態空間の 2 点，A の状態か
ら B の状態への拘束条件を満たす経路の中
で，与えられた汎関数（長さ関数，エネルギ
ー関数や時間関数など）を最小，あるいは極
小にする経路 (測地線) の存在，その性質，
具体的構成などを問題とする．その中で，特
に，サブリーマン幾何学では，拘束条件とし
て，接触構造や Engel 構造のようにブラケ
ットで生成される（すなわち，Hormander
条件を満たす）完全非可積分な微分式系を設
定し，微分式系に正値 Riemann 計量を与え
る．この時，Hamilton 関数(エネルギー)が
定まり，Hamilton 方程式の解により，2 種類
の局所最短経路として正常測地線の他にサ
ブリーマン幾何特有の対象である異常測地
線が得られる.  
研究の背景---グルサ・モンスターの幾何: 
視覚のかざぐるま理論では，従来は平面の 1
次の方向性のみを考慮して，接触構造を扱
っているが，高次の視覚理論を構築するに
は，高次の方向性まで考える必要が生じる．
接触構造の高次化は，グルサ・モンスター
として知られている .(R. Montgomery, M. 
Zhitomirskii, Points and Curves in the 
Monster Tower, Memoirs of the Amer. 
Math. Soc. 2010). 
 
２．研究の目的 
接触構造の延長であるグルサ微分式系のサ
ブリーマン幾何の特異性・対称性を明らかに
し，グルサ・サブリーマン幾何における成果
を，視覚理論への接触サブリーマン幾何の応
用に基づき，高次視覚モデルの研究に応用す
る．さらに，応用により得られる知見を，グ
ルサ系の一般化に反映させることを目的と
する萌芽研究である． 
次の研究目標に挑戦する： 
○ グルサ・サブリーマン構造を利用した視
覚モデル理論の高次化． 

○ グルサ・サブリーマン変分問題の特異解
の視覚モデルへの適用． 
○ 一般グルサ構造の対称性・特異性理論の
構築と視覚モデルへの応用． 
 
３．研究の方法 
上に述べた３つの研究目標「グルサ・サブリ
ーマン構造を利用した視覚モデル理論の高
次化」「グルサ・サブリーマン変分問題の特
異解の視覚モデルへの適用」「一般グルサ構
造の対称性・特異性理論の構築と視覚モデル
への応用」を年度ごとに期間分けをして計画
を立て，随時並行して研究交流を行いながら
解決していく．従来の理論・実験結果に基づ
き最適なサブリーマン計量を洗い出しリス
ト化して分類・比較し，グルサ構造上の隠れ
た対称性を持つサブリーマン計量に対する
変分問題を解き，その特異性を記述する．さ
らに，変分問題の解を高次視覚モデルに応用
する．いままでの人脈・研究協力者との情報
交換を行いながら，視覚モデルに関する新た
な研究交流を行っていくことで，高次視覚モ
デルへのグルサ・サブリーマン幾何学の応用
とそれに応じたサブリーマン幾何の展開に
挑んでいく． 
 
４．研究成果 
視覚機能に関する理論を基に，高次化したグ
ルサ・サブリーマン幾何の基礎理論を確立し，
モデルに反映させる研究を行った．また，サ
ブリーマン幾何に関わる写像の特異点論に
関して，本研究課題で派生しフィードバック
されたルジャンドル特異点論,接触幾何学の
問題について一連の研究を行った．研究課題
の研究によって得られた知見を含む成果と
して，国際的学術雑誌に査読付き論文を発表
している．また，平成２７年９月にワルシャ
ワにおいて研究会「Geometric Singularity 
Theory, Polish -Japanese Singularity 
Theory Working Days」をオーガナイザーと
して開催し，講演「Leibniz complexity of 
Nash functions on differentiation」を行
った．さらに，平成２８年９月にスペインの
マラガにおいて開催された研究集会「VIII 
International Meeting on Lorentzian 
Geometry」に参加し，研究発表「Null frontal 
singular surfaces in Lorentzian 3-spaces」
を行った．さらに，平成２８年度に，共著論
文 「 Goo Ishikawa, Tatsuya Yamashita, 
Singularities of tangent surfaces to 
directed curves」および単著論文「Goo 
Ishikawa, Singularities of frontals」を
執筆した．視覚機能に関する理論を基に，そ
れを発展させ，高次化したグルサ・サブリー
マン幾何の基礎理論を確立することができ
た．サブリーマン幾何に関わる写像の特異点
論に関して，本研究課題で派生しフィードバ
ックされたルジャンドル特異点論の問題に
ついて研究も進めることができた．従来の視
覚モデルおよびモデルに関する理論・実験結



果の収集を行い，マンフォードによるエラス
ティカの理論を精密化した視覚モデル理論，
特に脳の視覚の視覚野 V1 等の機能解明のモ
デルとして，平面接触要素の作る３次元接触
多様体上の接触構造および，その上のサブリ
ーマン変分問題平面曲線の変分問題を，その
ルジャンドル持ち上げに関する変分問題と
して考える「かざぐるま理論」などに関する
情報収集を行うことができたが，まだ論文作
成までは至っていない．ただし，接触構造の
延長であるグルサ微分式系のサブリーマン
幾何の特異性・対称性を明らかにし，グル
サ・サブリーマン幾何における成果を，視覚
理論への接触サブリーマン幾何の応用に基
づいて，高次視覚モデルの研究に応用するこ
とを目指し，さらに，応用により得られる知
見を，グルサ系の一般化に反映させることを 
目的とした．具体的な研究目標である，グル
サ・サブリーマン構造を利用した視覚モデル
理論の高次化，グルサ・サブリーマン変分問
題の特異解の視覚モデルへの適用，一般グル
サ構造の対称性・特異性理論の構築と視覚モ
デルへの応用，については，いくつか知見を
得ることができた．特に，平成 29 年９月に
ポーランド科学アカデミーのバナッハ研究
所（ベドレボ）において，代数的幾何的特異
点研究会を開催し，本研究課題に基づいて関
連する研究者と研究連絡をおこなうことが
できた．その中で，分布の延長の概念を，接
触構造ではなく，いわゆる (2,3,5) 分布に
適用することにより，(2,3,5)分布とラグラ
ンジュ錐構造の双対性をG_2型の擬直積構造
を経由して，明確に記述・解析することに成
功している．すなわち，接触構造からエンゲ
ル構造に延長することの類似として，
(2,3,5)分布の延長を研究したが，さらにそ
の延長，高次グルサ構造の解析を開始した．
この独創的な問題設定は，先鞭をつけるに止
まったことは残念であるが，今後は，本課題
研究の成果である基礎研究を発展させ，視覚
の理論へ応用することを試みていく計画で
ある．ここでは，成果報告として，(2,3,5)
分布に関する研究について述べて，結論とし
たい．なお，この成果については，共著論文 
Goo Ishikawa, Yumiko Kitagawa, Asahi 
Tsuchida, Wataru Yukuno, Duality of 
(2,3,5)-distributions and Lagrangian cone 
structures, を執筆中である．視覚理論にか
かわる接触構造は，平面の接束の延長として
得られる３次元空間上の階数２の分布であ
り，括弧積についての増大ベクトルは (2, 3)
である．(2,3,5)分布とは，５次元空間上の
階数２の分布で，１回の括弧積で階数３にな
り，もう１回の括弧積で全体の階数５となる
ものである．平坦な場合の対称性の代数が例
外型リー代数 G_2 となることを Cartan が
示したことで古典的に有名である．ここでは，
平坦とは限らない任意の (2,3,5) 分布の構
造を解析した．(2,3,5)分布を延長すると，
６次元空間の上の (2,3,4,5,6)分布ができ

る．この階数２の分布は特徴的であり，異常
測地線により，内在的に階数１の部分束の直
和になり，田中昇の意味での擬直積構造とな
る．その１つの成分方向へ射影すると，もと
もとの５次元空間が得られるが，もう１つの
方向へ射影すると，新しい５次元空間ができ
る．この５次元空間は，もとの (2,3,5)分布
に関する異常測地線の空間と同一視できる． 
さらにその５次元空間の上には，２次元ラグ
ランジュ錐構造が誘導され，それを制御系と
見たとき，その異常測地線の空間は，もとの 
(2,3,5)分布がある５次元空間と同一視され
る．そのラグランジュ錐構造の特徴付けが本
課題研究の副産物として得られた． 
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