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研究成果の概要（和文）：Chern-Simons摂動論に関わるいくつかの新しい不変量を構築し，それらの間の関係を
一部明らかにした．より具体的には，Bott-Cattaneoによる非自明接続のChern-Simons摂動論の誤りを発見し，
それを修正した．さらによりフレキシブルな構成に拡張することに成功した．また，それのMorseホモトピー論
による新しい解釈を与えた．また，3次元多様体論で重要な不変量であるCasson不変量について，その数学的に
新しい理解の足掛かりとなる成果(不足符号数の新しい解釈)を得た．

研究成果の概要（英文）：I gave several new invariant related to the Chern-Simons perturbation theory
 and I investigated the relationship between these invariants. 
I found a gap on the construction of the Chern-Simons perturbation theoretical invarinat given by 
Bott and Cattaneo. Then I remove the gap and I refined their construction to more flexible one. I 
also gave a Morse homotopy theoretical description of the invariant. I gave a new description of the
 signature defect which plays an important role of the Chern-Simons perturbation theoretical 
description of the Casson invariant.

研究分野： 3次元多様体の有限型不変量，特にChern-Simons摂動論

キーワード： Chern-Simons摂動論　量子不変量　配置空間積分　有限型不変量　3次元多様体の不変量

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
Chern-Simons摂動論は物理学のChern-Simons量子場の理論を，数学的に近似し記述する手法であり，3次元多様
体論(数学の一分野)に多くの知見をもたらす．Chern-Simons量子場の理論は数学的にはまだ正当化されていな
い．一方，厳格な言語である数学によって記述されたChern-Simons摂動論は人類にとって確固たる数学的知見を
与える．本研究ではその記述をより広げたとともに，物理から切り離された純粋な数学的視点からその一部をと
らえなおすことに成功した．これらの成果は3次元多様体論のみならず，数学全体においても重要な指導原理・
知見を与えうるものである．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

(1) Witten は Chern-Simons 場の量子論の分配関数が 3 次元多様体の位相不変量を与える
だろうと提唱した．Witten の提案は物理の範疇であり、いまだ数学的に正当化されて
いない．Chern-Simons 摂動論は Witten の提唱をいわば数学的に近似して，数学的に
正当化された不変量を取り出す手法の一つである． 

(2) Chern-Simons 摂動論は 3 次元多様体とその上の平坦接続とよばれる構造の組に対す
る不変量を作り出す．取りうる平坦接続としては，自明接続と呼ばれる特別な接続とそ
れ以外の非自明(平坦)接続の 2 つに大別することができる． 

(3) 自明接続の Chern-Simons 摂動論は Kuperberg,Thurston,Lescop，Taubes らをはじめ
とする多くの数学者によってよく研究されており，様々な性質が明らかになっている． 

(4) 非自明接続の Chern-Simons 摂動論は Bott、Cattaneo らによってトポロジカルな定義
が与えられているが，その性質はほとんどわかっていない． 

(5) Fukaya，Watanabe によって定義された Morse ホモトピー不変量は Chern-Simons 摂
動論の亜種といえる不変量で，やはり 3 次元多様体と平坦接続の組に対する不変量を
与える．しかし数学的に厳密な定義に成功しているのは自明接続の場合のみである． 

(6) 以上のように，Chern-Simons 摂動論の周辺には不変量が点在しているが，それらの関
係はほとんど明らかになっていない．これらの状況をまとめたのが図である． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                   
 
 

 
(図)研究背景の概要図 

 
２．研究の目的 

本研究の目的は，Chern-Simons 摂動論に関わる不変量たちの関係を探ることである．より
具体的には，以下のとおりである． 
(1) 非自明接続の Morse ホモトピーを完成させる． 
(2) 図中 4 つの不変量の相互の関係を明らかにする． 
(3) さらに、図中 4 つの不変量すべてを包括するような適用範囲の広い不変量を構成し，そ

れにより Chern-Simons 摂動論に関わる不変量の相互の関係を(2)よりも自然な形で明
らかにする． 

 
３．研究の方法 

(1) 非自明接続の Morse ホモトピーを完成させる．Morse ホモトピーは Morse 関数と呼ば
れる補助的な情報を用いて値を計算し，最後にその Morse 関数(補助的情報)の選択の曖
昧さを打ち消す補正項を加えることで定義される．非自明接続の場合には自明接続の場
合よりも補助的情報の選択が与える影響が複雑であるから，これを打ち消すために新し
いタイプの補正項を模索する． 

(2) 非自明接続の Chern-Simons 摂動論と非自明接続の Morse ホモトピーの比較を行い，
その関係を明らかにする．これには自明接続の場合の Chern-Simons 摂動論と Morse
ホモトピーの比較を行った際に研究代表者が開発した手法が少なくとも部分的には適
用できると考えている． 

(3) 図中 4 つの不変量を包括するような不変量を構成する．これにより 4 つの不変量の相
互関係を明らかにする． 

(4) 自明接続の Chern-Simons 摂動論で得られる基本的な不変量である Casson 不変量の理
解を深める． 

 
 



４．研究成果 
(1) Bott-Cattaneo による非自明接続の Chern-Simons 摂動論の構成の中に誤り(ギャップ)

を発見し，それを「障害類」として定量化した．Bott-Cattaneo による非自明接続の
Chern-Simons 摂動論は本研究で調査・比較する 4 つの不変量のうちの 1 つである．研
究代表者はこの不変量について研究している際，その構成中で用いられている補題の証
明にギャップがあることを発見した．このギャップを「障害類」（あるいは defect)とも
いうべきコホモロジー類として定量化することに成功した．この「障害類」が 0のとき
には Bott-Cattaneo による構成は正しい．なお，これらの結果については Cattaneo 氏
とも議論し，状況を確認済みである． 

(2) 上記の「障害類」に幾何学的な意味を与えた．具体的には，3次元多様体とその上の Morse
関数の組に対してある種のグラフ複体(注，グラフ複体：グラフの集合が張る線形空間
の列とその間の線形写像たちの集まり．)を構成し，そこで現れる唯一の非自明なコサ
イクルとして特徴づけた．この障害類の類似物が渡邉忠之氏や C.Lescop 氏の研究にも
表れており，それらとの関係を調べることは今後の課題である．これらの関係が明らか
になれば，非自明接続の Chern-Simons 摂動論と自明接続の Chern-Simons 摂動論との本
質的な違いがどこにあるのかが明確になると思われる． 

(3) Chern-Simons 摂動論で用いられる「プロパゲーター」の条件を大幅に緩めることに成
功した．これにより，Bott-Cattaneo による非自明接続の Chern-Simons 摂動論を修正
することができた．さらに，オリジナルのものよりもフレキシブルな状況で不変量を作
ることができるように改良を行った．これらの結果の一部は A.S.Cattaneo 氏(Zurich
大)との共同研究である． 

(4) Chern-Simons 摂動論の中でも数学的に重要な「SU(2)非自明接続の Chern-Simons 摂動
論」に対応する Morse ホモトピーを構成した．また，これが(3)で構成した非自明接続
のChern-Simons摂動論と一致することを示した．この研究により，非自明接続のChern-
Simons 摂動論と非自明接続の Morse ホモトピーの関係が部分的に明らかになった．こ
の関係(対応)を通して双方の不変量の理解・計算が進むことが期待される． 

(5) 研究方法(3)で述べた「4 つの不変量を包括する不変量」を構成するための途中段階と
いうべき不変量を構成した．Chern-Simons 摂動論の構成はいくつかの道具が用いられ
るが，その１つである「trace map」として従来のものよりもフレキシブルな新しいタ
イプのものを導入し，それを用いて不変量を作った．ただし，この不変量と 4つの不変
量の間の関係は現在研究中の段階にとどまっている． 

(6) Chern-Simons 摂動論の補正項を写像の特異点論という別の数学理論から解釈しなおす
ことに部分的に成功した．この研究は，研究方法の(4)で述べた，Casson 不変量を Chern-
Simons 摂動論を経由して解釈することで、その理解を深める研究の途中段階として行
った．なお，本研究の副産物として，写像の特異点の間の新たな関係式を複数得ること
ができた．また，折り目写像と呼ばれるよいクラスの写像を多様体が許容するための新
しいタイプの障害を与えることができた．Chern-Simons 摂動論という視点を用いるこ
とで，特異点論の内部から自発的には発想しにくい方法で知見が得られたことは意義深

いと考える． 
 

（図）研究成果の概要図 
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